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RESUMO

As vigas estdo entre os principais elementos estruturais utilizados na engenharia,
sendo amplamente utilizadas na construgao civil e na composi¢céo do arcabouco de
magquinas e equipamentos mecanicos. O modelo matemético mais utilizado para des-
crever seu comportamento mecanico se baseia numa teoria unidimensional, que é
amplamente utilizada no projeto de arvores, longarinas, transversinas e, principal-

mente, na sustentacdo de lajes de edificacdes em geral.

Este trabalho aproveita as potencialidades do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) para, através de um modelo numérico bidimensional, avaliar tanto as limitagcdes
resultantes das aproximacdes existentes na teoria unidimensional de vigas, quanto
examinar os efeitos das prescri¢cdes das condi¢bes de contorno, que usualmente sao

gravemente simplificadas distanciando-se das situagdes reais.

Exemplos de vigas com carregamentos de diversas formas e diferentes condi¢cdes de
contorno sao examinados através da simulacdo de um modelo de Elementos de Con-
torno. As simulagfes foram malhas refinadas com fungdes de aproximacéo do campo
lineares, cujos resultados tiveram boa concordancia com as solucfes da Teoria da

Elasticidade na solucdo de problemas de estado plano.

Os casos estudados nesse trabalho sdo aplicados em varias situacdes, sendo 0s
mesmo analisados com diferentes configuracdes das condi¢cdes de contorno. Os re-
sultados obtidos com o método dos Elementos de Contorno sdo comparados com a

Resisténcia dos Materiais e a Teoria da Elasticidade.
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Capitulo 1- Introducéo

1.1. Métodos Numéricos e as Novas Metodologias de Projeto

A engenharia tem experimentado grandes avang¢os nas Ultimas décadas. Grandes
mudancas séo observadas nos modos de se tratar os diversos problemas na industria,
nas empresas de projeto, na construcao civil e mesmo nos segmentos ligados a ativi-
dades financeiras e de recursos humanos. A razdo mais importante para tal transfor-
macao na abordagem dos problemas que desafiam os profissionais de todas as areas
citadas e especialmente os engenheiros de projeto, sdo as ferramentas computacio-
nais atualmente disponiveis. Problemas que eram muito dificeis de se resolver em
décadas passadas hoje sao solucionados em questdes de segundos, seja a obtencéo
de um campo térmico de temperaturas numa peca ou a geracado de uma folha de
pagamento de uma organizacdo com dezenas de milhares de empregados. Conforme
se observa no trabalho de CASTRO (2011):

Para gerar tamanha tecnologia, um enorme esfor¢co matemético foi despen-
dido para dar sustentacéo, precisdo, credibilidade e eficiéncia as técnicas que
compdem os programas usados no processamento das diversas tarefas em-
pregadas em todos os setores da vida moderna.

A utilizacdo dos primeiros computadores como ferramenta de engenharia teve inicio
em meados do século XX, e fez com que algumas areas de pesquisa que antes eram
exclusivas dos matematicos se difundissem e se tornassem interdisciplinares. Assim,
foram criadas as técnicas numéricas de solucéo, que tornaram possivel tratar proble-
mas complexos através de modelagens discretas, que resultam em sistemas de equa-
¢Oes que podem ser resolvidos facilmente com uso de modernos métodos computa-

cionais.

Em funcdo do computador se tornou simples a utilizacdo de métodos e es-
guemas numéricos, envolvendo muitas vezes sistemas com milhares de
equagdes algébricas. Também a abordagem de problemas complexos cuja

solugdo analitica é impossivel, viabilizou-se com o emprego de algoritmos
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computacionais iterativos e incrementais, oferecendo solu¢des aproximadas
com elevado padrdo de precisdo.(LOEFFLER, 1990)

Se a efetividade das técnicas de solucdo numeérica proporcionou a engenharia de pro-
jeto maior confiabilidade, rapidez e economia no que tange ao esfor¢o alocado para a
pratica do dimensionamento, fabricacdo e aplicacdo do objeto em consideracao, seja
uma estrutura, uma maquina ou um equipamento industrial qualquer, por outro lado
teve que corresponder as crescentes necessidades da sociedade moderna, que impds
condi¢des de extremo arrojo, complexidade, versatilidade e multifuncionalidade em
todos os segmentos da engenharia.

Assim, uma vez que os problemas de engenharia se tornaram ainda mais dificeis,
ampliou-se o distanciamento entre estes e as técnicas mais tradicionais de solugao,
especialmente as solugdes analiticas. Ha4 enorme dificuldade em encontrar solucbes
analiticas mais consistentes para problemas comuns na engenharia, ou seja, encon-
trar solugbes das complicadas equacdes diferenciais que governam os problemas.
Entre os fatores que agravam esta questéo estdo a configuracdo geomeétrica complexa
do meio, as caracteristicas das condi¢cdes de contorno e iniciais impostas e as néo
linearidades intrinsecas aos problemas. Tudo isto obriga a que se recorram as diver-
sas técnicas numéricas de resolucdo de equacdes diferenciais parciais, tais como o
Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o
Método dos Elementos de Contorno (MEC).

Sobre esta ultima técnica, pode-se colher do trabalho de Leonardo Caputo De Moura
(2010) o seguinte:

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) é uma dessas modernas ferra-
mentas de simulagdo numeérica. Mostra-se muito vantajosa, pois permite a
solugéo de problemas fisicos empregando um reduzido nimero de variaveis
nodais, pois o problema é representado apenas através da discretizacdo do
seu contorno. O MEC vem se firmando como uma das técnicas mais precisas
e vantajosas, pois se fundamenta em diferentes principios mateméticos, seja
pela Teoria das Equacdes Integrais ou por formulagbes de Residuos Ponde-
rados. Numerosas simulacg@es ja ratificaram o alcance do método e sua su-
premacia em certas classes de problemas, [...]. Estas particularidades do
MEC fazem com que este método tenha elevada precisdo quando aplicado a
problemas eletrostéticos bi e tridimensionais. (CAPUTO DE MOURA, 2010)



Uma questao basica que surge no exame de muitas dessas ferramentas computacio-
nais, especialmente aquelas empregadas na engenharia, onde muitas vezes ndo ha
estimativa de resposta € a seguinte: como se afere a precisdo dessas técnicas em
problemas para os quais ndo se tem uma previsdo segura de seu comportamento?

A resposta naturalmente é complexa e é pertinente aos estudos ligados a metodologia

cientifica. No ja citado trabalho de Castro pode-se coletar:

Sao muitos os critérios utilizados na afericdo de desempenho das técnicas de
solucdo baseadas no emprego de computadores, comumente chamadas de
técnicas numeéricas ou técnicas aproximadas. A comparacao com solucdes ja
conhecidas, especialmente colhidas em problemas de campo, ou simulagéo
com protétipos seria o ideal, mas muitas vezes a viabilidade, o custo desse
empreendimento é proibitivo. Usualmente, sdo comparados os resultados de
diversas técnicas correlatas e verifica-se uma melhor concordancia com os
dados experimentais. Outra tatica, bem mais rigorosa, consiste na compara-
¢do das solugBes numéricas com solugBes matematicas analiticas. Sabe-se
da dificuldade em se obter solucfes dessa natureza em problemas mais com-
plexos, [...] mas observa-se uma preferéncia em procurar se avaliar desem-

penho comparando métodos aproximados entre si.

Para os problemas mais classicos da engenharia estrutural, as principais técnicas nu-
méricas, citadas anteriormente, ja foram testadas ostensivamente em diversas aplica-
cOes, apresentando enorme éxito. O efetivo desempenho de todas, por ja estar con-
solidado, ja foram registrados nos diversos livros que compdem a bibliografia basica
do estudo destes métodos (BATHE (1982) e REDDY (2006) para os elementos finitos,
MALISKA (2004) para os volumes finitos e BREBBIA (1984) para o elemento de Con-
torno). No que interessa a este trabalho, os resultados estéo relacionados as simula-
cOes estacionarias nas quais problemas elasticos lineares, governados pela Equacéo

de Navier, foram efetivamente resolvidos.

1.2. As Metodologias Simplificadas de Projeto

O fato de haver atualmente uma enorme demanda de tecnologia envolvendo projetos
sofisticados nao significa que n&o exista uma grande quantidade de problemas sim-

ples para os quais néo justifica o investimento de uma abordagem mais sofisticada,
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por diversos fatores.

O primeiro deles € o pleno dominio das condi¢cdes que cercam aquele projeto especi-
fico, pela quantidade inumeravel de dimensionamentos similares ja realizados, grande
parte deles realizado com o auxilio de formulas e procedimentos analiticos ou experi-
mentais, de reconhecida eficiéncia. Isto ndo acontece apenas em edificagdes de pe-
gueno porte, que é o exemplo mais comum. Muitas vezes tais procedimentos simples
estdo consolidados ao ponto de figurarem em normas e outros procedimentos simila-
res, que regulam a forma de projetar, como acontece em tubulagdes industriais mais
simples.

Assim, considerando que a configuracdo geométrica das pecas seja simples e o car-
regamento aplicado também o seja, € possivel empregar as teorias simplificadas de

projeto estrutural que figuram na disciplina denominada Resisténcia dos Materiais.

O proposito desta disciplina é oferecer solucbes simples de problemas estruturais
compostos por elementos de barras ou vigas. Estes compdem apreciavel montante

na totalidade da arquitetura de certas maquinas e edificacées mais comuns.

Na Engenharia Mecanica, o estudo do dimensionamento dos elementos de Maquinas
esta repleto de exemplos desta natureza. Dentes de engrenagens sédo considerados
como vigas engastadas, enquanto molas planas sdo tomadas como vigas largas bi
apoiadas. Chavetas sdo barras retilineas sujeitas ao cisalhamento e molas séo barras
curvas submetidas simplificadamente a tor¢cdo. Outros exemplos ainda poderiam ser
citados.

Atualmente, diante do surgimento e da acessibilidade das ja mencionadas técnicas de
solucdo numeéricas, muitos destes procedimentos analiticos simplificados, sdo consi-
derados como estimativas preliminares de projeto, que das necessidades de melhor
desenvolvimento, tem seu célculo ratificado ou refeito com o emprego dos citados

métodos.

1.3. Objetivo deste Trabalho

Neste texto, os resultados de modelos discretos gerados com o MEC para estado

3



plano de tensdo, de modo tal que correspondam a problemas de vigas, sdo compara-
dos com os resultados de teorias simplificadas baseadas nos estudos da disciplina de
Resisténcia dos Materiais. O propdésito é avaliar o alcance destas teorias mais simples
diante da introducao de alguma complexidade no carregamento e, particularmente, da
modificacdo das condi¢cdes de contorno impostas.

A teoria simplificada de vigas é em sua esséncia unidimensional e mesmo com algu-
mas alteracdes que normalmente sdo impostas nos modelos mais comuns o fazem
no sentido de estabelecer apenas um campo de tensGes mais realistico, de natureza
bidimensional, contemplando uma melhor distribuicdo das tensdes cisalhantes. No
gue concerne a melhor representacdo das condi¢cdes de contorno, nada € efetiva-
mente considerado.

Assim, este trabalho avalia o efeito das condi¢cdes de contorno vistas sob o ponto de
vista bidimensional. O Método dos Elementos de Contorno é usado para a simulacéo
dos problemas em duas dimensfes obtendo solucdes de referéncia, uma vez que
mesmo as técnicas bidimensionais da Teoria da Elasticidade séo ineficazes na simu-

lacao precisa de condi¢des de contorno envolvendo deslocamentos.



Capitulo 2- A Resisténcia dos Materiais

O conceito dado a esta disciplina, segundo HIBBELER (2003), é o seguinte:

A resisténcia dos materiais € um ramo da mecanica que estuda as relacdes
entre cargas externas aplicadas a um corpo deformavel e a intensidade das
forgcas internas que atuam dentro do corpo. Esse assunto abrange também
o calculo da deformacéo do corpo e o estudo da sua estabilidade, quando ele

esta submetido a forcas externas.

Para que seja possivel obter os valores de tensdes internas, deve ser estabelecido
um vinculo causal entre estas e as forgcas externas as quais o elemento esta subme-
tido. Também € necessario correlacionar os deslocamentos observados pelo corpo
com as deformagdes sentidas pelo mesmo. Finalmente, um equacionamento consti-
tutivo deve ser usado para associar as deformacdes observadas com as tensées pre-

sentes no objeto em analise.

E assumido que o corpo em estudo consiste de pequenas particulas por onde as for-
cas externas agem. Num fluido, a constituicdo do meio por moléculas é bastante com-
pativel; num solido, em geral, despreza-se a irregularidade dos graos que encerram
as redes cristalinas para que esta hipotese possa ser imposta. Assim, considerando
as pequenas particulas como moléculas, as forgcas moleculares resistem as mudancas
de forma que esses esfor¢cos tendem a produzir, de maneira que cada uma delas é
deslocada um pouco, até que se atinja o equilibrio (TIMOSHENKO, 1940, p. 1). Logo,
observa-se um esforco interno em cada ligacdo quimica. Devido a natureza imprevi-
sivel da organizacdo quimica do material, muitas hip6teses séo aplicadas com o ob-
jetivo de permitir a descricdo matematica do seu comportamento. As mais importantes
sdo aguelas que permitem expressar as equacdes diferenciais de governo numa
forma linear. Algumas idealizacBes ocorrem para concepcado deste modelo simplifi-
cado, mas nao muito distante do que ocorre em boa parte dos casos praticos aborda-

dos pela engenharia:

e Considerar que as deformacdes e seus deslocamentos correspondentes sejam
pequenos, de modo que pequenas variagdes nas dimensdes do corpo e 0s

pequenos deslocamentos dos pontos de aplicacao das forgas externas sejam

5



desprezados. Assim sendo, agéo das forgcas externas nao se altera e as equa-
¢Oes de equilibrio do corpo estardo sempre relacionadas a configuragao inicial
do carregamento no corpo. O principio de superposi¢do de carregamentos e
alternancia da ordem de aplicacdo destes poderd ser, entéo, utilizado.

Como cada esforgo interno pode variar com sua localizacéo, faz-se necessario
0 uso de um pequeno elemento deste corpo. Porém, um elemento muito pe-
gueno nao sera verossimil com a realidade, pois sabe-se que um material nao
€ uniformemente constituido dos mesmos atomo se esses estao ligados de
maneiras diversas. No entanto, essa heterogenia pode ser desconsiderada se
o elemento de andlise for suficientemente grande ao ponto de se comportar
como um elemento homogéneo.

Considerar que 0s corpos sdo compostos de materiais perfeitamente elasticos,
isto €, retornam ao seu estado original quando a acao das for¢as aplicadas &
interrompida, sem qualquer perda de energia ou producao de deformacéo per-
manente. Nestas condi¢cdes, inexiste qualquer forma de amortecimento estru-
tural ou viscoso, e o modelo enquadra-se na categoria de problemas de campo
conservativo.

Quando nosso elemento infinitesimal mudar de direcdo, as propriedades mate-
riais ndo receberdo mudancas de valor. Esta caracteristica € observada em

materiais isotrépicos e sera aplicada nos estudos deste trabalho.

2.1. Equacdes diferenciais do equilibrio

Que seja suposto o equilibrio de um elemento infinitesimal que engloba um conjunto

de moléculas. Admita também que o elemento esta submetido ao campo gravitacional,

no qual gera forcas de corpo. A sua direcdo ndo € conhecida, mas sabe-se que esta

pode ser traduzida em um angulo qualquer em relacdo a horizontal, caso se supuser

gue esta inserida num plano. Também se observa contato do elemento com o0s seus

vizinhos. Para que cada face ndo se desloque para cima ou para baixo, nem para um

lado, nem para o outro, tensdes devem ser impostas. Tensdes normais impedem que
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cada face se desloque na direcao longitudinal, e tensdes cisalhantes impedem que
cada face se desloque na direcéo transversal. Com essas consideragdes, pode-se

estabelecer um equacionamento visando o equilibrio.

Segundo Timoshenko e Goodier (1970), considera-se um pequeno elemento de es-
tudo com dimensdes h por k. Esse elemento estd submetido a um carregamento con-

forme figura 2-1.

h
P
O —> |
4 1 /
O Ox
< |P 11% K
Xy
72 \
<—Ow

Figura 2-1:Paralelepipedo infinitesimal no plano x-y.

Admite-se que ha forcas de corpo de valores X (horizontal) e Y (vertical). Para que

haja equilibrio na horizontal:

(Gxx)lk - (Gxx)3k + (O'xy)zh — (O'xy)4h + Xhk =0

(Oxx)1 — (Oxx)3 + (ny)z - (ny)4
h k
Quando esse retangulo se tornar cada vez menor (h = 0 e k — 0) conclui-se:

+X=0

00y, 00y, .
W+W+X—O Equacdo ( 2-1 )

O equilibrio na vertical é resolvido de maneira analoga a horizontal, chegando ao se-

guinte resultado:

00y, 00y, .
W-FW-FY—O Equacgao ( 2-2 )

As equacdes 2-1 e 2-2 traduzem um equilibrio infinitesimal. Caso o elemento apre-



sente um acréscimo de tensées normais em x ao longo da direcao x, as tensdes cisa-
Ihantes que estdo na direcdo x receberdo um decréscimo ao longo da direcdo y para
manter o equilibrio, caso ndo haja for¢as de corpo X ou caso 0s seus valores possam
ser desprezados. O mesmo também é valido se considerarmos o equilibrio de forcas

na direcaoy.

2.2. Equacgdes diferenciais da compatibilidade

No inicio da secao 2 foi mencionado que as moléculas do material produzem deslo-
camentos que geram as forgas internas necessarias para se preservar o equilibrio.
Mas devido aos diferentes esfor¢os que cada conjunto continuo de moléculas recebe,

diferentes deslocamentos deverao ser observados.

Supbe-se que cada face do elemento pode ser deslocada de uma maneira diferente,
observando-se uma variacéao ao longo da direcdo observada. Também é feita a hipo-
tese de que essas faces podem girar, respeitando a conexao existente em suas ex-
tremidades. E feita a analise das deformacdes sofridas pelo elemento, que serzo divi-

didas em normais (secao 2.2.1) e cisalhantes (secéo 2.2.2).

2.2.1. Deformacdes normais ou alongamentos

Considera-se um elemento do sistema que recebe deslocamentos com auséncia de
rotacdo em suas faces. Esses deslocamentos ndo precisam ser necessariamente
idénticos, sendo observada uma variacéo ao longo da direcédo perpendicular dos mes-

mos. A situacdo descrita esta ilustrada na figura 2-2.



X

Figura 2-2:Elemento diferencial submetido a deslocamentos de transla¢do

A deformacéo sofrida pelo elemento sera definida como a raz&o entre o novo valor de
comprimento que o elemento possui e 0 antigo valor de comprimento que o elemento

possuia. Assim:

_au
T 0x

O mesmo pode ser realizado na direcao y:

Ex Equacdo ( 2-3 )

v+z—;ay—v
gy:—ay
_0v
y_ay

Logo, para a deformacdo sofrida pela translacdo do elemento, basta determinar o

€ Equagdo ( 2-4 )

guanto que o deslocamento sofrido entre as faces varia com aquela direcéo.

2.2.2. Deformac0des cisalhantes ou distorcdes

Além de admitir que as face de um elemento podem transladar de maneiras distintas
entre si, sera suposto que essas mesmas faces poderdo girar na direcao perpendicu-
lar ao plano de referéncia. A maneira como essas faces giram é feito de uma maneira

tal que ndo sera observado contracéo ou alongamento da area do elemento de estudo.
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Essa afirmacéo ira implicar que as faces que antes estavam na mesma direcédo pas-
sam agora a girar simultaneamente um mesmo angulo de rotacdo. Isso garante que
nosso retangulo passara a ser um paralelepipedo com area igual ao valor inicial. Tam-
bém sera imposto que as faces paralelas permanecem paralelas apos serem giradas.
A situacdo apresentada nesse paragrafo esta apresentado na figura 2-3.

-~

oV

Figura 2-3:Elemento de andlise submetido a rotacdo sem mudanca de area.

Uma das consequéncias de se impor o elemento retilineo é observada nas derivadas
de ordem superior que poderiam estar presentes nos deslocamentos da faces, mas

séo desprezadas.

Define-se como deformacéo cisalhante (y) a mudanca de angulo ocorrida entre duas
faces originalmente perpendiculares entre si. Para efetuar a analise, os angulos séo
medidos no sentido horario e a partir da fase que apresenta menor numero (i<j). Logo,
para cada intersecdo de faces € observado:

I = a_u + a_v
Y9y  o0x

Onde i e j representam faces distintas. O que pode ser concluido com isso é que em

Yij =0;; — 0

todas as intersecdes entre faces observa-se a mesma deformacéo cisalhante. Logo:

Jdu N dv
dy 0x

Yay = Vyx = Equagdo ( 2-5)
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2.3. Equacgdes constitutivas

Conforme dito na introducéo da sec¢éo 2, as equacdes constitutivas séo igualdades
gue relacionam o campo de tens6es com o campo de deformacdes. Sera considerado
gue o material € linear elastico. Para esse caso, as equacdes constitutivas se chamam

equacdes de Lamé-Hooke ou mais simplesmente “Lei de Hooke”.

Nessa Lei, as relacbes mateméticas entre tensdes e deforma¢des normais sao distin-
tas do que se encontram quando se descreve o comportamento observado no ele-
mento infinitesimal entre tensdes cisalhante e as distor¢cdes correspondentes.O caso
de configuracdo de carregamento exclusivamente normal é apresentado na secéo
2.3.1,enquanto o caso para o qual o elemento de material estd submetido a cisalha-

mento puro sera mostrado na secéo 2.3.2.

2.3.1. Relacéo entre tensdes e deformagdes normais

Na Lei de Hooke, um elemento ao receber tracdo horizontal deforma-se nessa mesma

direcdo segundo a expressao:

1
Ex = EG" Equagdo ( 2-6 )

Mas o mesmo elemento também receberd uma contracéo na direcdo perpendicular a

tracdo segundo a férmula:

v
gy = _ng Equagdo ( 2-7 )

As constantes E e v representam o médulo de Young e o coeficiente de Poisson,
respectivamente. O valor de E indica o nivel de tensdo que deve ser causada no ele-
mento para este se deformar um determinado valor enquanto o valor de v determina
0 quanto de deformacéo sera observada na direcdo perpendicular a tensdo causada.
A formulacédo apresentada nas equacdes 2-6 e 2-7esta baseada no esquema ilustrado

na figura2-4.
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Figura 2-4:Elemento submetido a tracdo horizontal.

De uma maneira geral, quando o elemento estiver submetido a um carregamento com

apenas tensdes normais, ele produzira deformacdes segundo as seguintes equacoes:

1 % ~

€& =L0x T (o, + 0,) Equagdo ( 2-8 )
1 % ~

&y = Eo'y -z (o, + 0,) Equacgdo ( 2-9 )
1 v N 2-1

&, = EO'Z — E(O'x +0y) Equacdo ( 0 )

Onde os valores de sigma sao positivos quando essas tensdes séo de tracao.

2.3.2. Relacéo entre tensdes e deformacgdes cisalhantes

Um elemento de material submetido a cisalhamento puro é encontrado em corpos de
prova com formato de tubos circulares finos, nos quais é imposta uma carga de torcéo
(HIBBELER, 2003, p. 82). Através desses ensaios, observa-se que a deformacao ci-
salhante (definida na secéo 2.2.2) e a tensado de cisalhamento (ilustrada na figura 2-1)

podem ser relacionadas na Lei de Hooke através da seguinte formulacéo:

Oxy = nyx Equagéo ( Zil )

Onde G é o médulo de elasticidade ao cisalhamento. Percebe-se que, diferentemente
da relacéo estabelecida para as tensdes normais, as tensdes cisalhantes atuantes

nos trés diferentes planos nao interagem entre si.
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Demonstra-se que a propriedade do material G esta vinculada ao médulo de Young e
ao coeficiente de Poisson através da seguinte formulacao(HIBBELER, 2003, p. 403 a
406):

E

¢ =2ay

Equaco ( zél )
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Capitulo 3- A Teoria da Elasticidade

A Teoria da Elasticidade € uma disciplina que se ocupa do estudo de mecanica de
modo mais formal e preciso, empregando metodologias mateméaticas mais avancadas
na resolucdo de problemas, comumente também mais complexos do que os observa-
dos na Resisténcia dos Materiais. Nas solu¢des propostas por essa disciplina existem
menos simplificacdes do que na Resisténcia dos Materiais, com 0 que se espera me-
Ihor representacdo do comportamento real mecanico das estruturas, obedecidas as

condicBes de contorno e os perfis de carregamento propostos.

Nessa teoria, permanece a hipotese da elasticidade do material, ou seja, se um corpo
for submetido a esforcos, as deformacdes provocadas por estes irdo desaparecer
completamente quando forem retirados. A homogenia do corpo também sera suposta
no presente trabalho para a aplicacdo dessa teoria, além da isotropia. Apesar dessas
hipéteses ndo serem rigorosamente verossimeis com a realidade, experiéncias mos-
tram que a teoria matematica baseada nessas hipéteses fornece alta precisédo quando
o material estudado € o aco estrutural (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970, p. 1).

As analises de elasticidade usam todo o equacionamento mostrado na secéo 2 deste
trabalho, além de mais algumas que serdo mostradas nesta secdo. A hipdtese de
pequenos deslocamentos (a primeira apresentada para analise da Resisténcia do Ma-

teriais) também deve ser considerada na Teoria da Elasticidade.

3.1. A equacéao de compatibilidade

Ja foram definidas na secédo 2.1 as férmulas do equilibrio diferencial. Com apenas
essas duas equacOes (equacdes 2-1 e 2-2) ndo é possivel determinar as 3 tensdes
(oxx, Oyy € Oxy) geradas num estado plano de tenséo ou deformacéo. As citadas igual-

dades séo repetidas aqui por conveniéncia:

00, 6axy .
W-FW-FX—O Equagao(3-1)
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—+Y =0 Equacgdo ( 3-2 )

Para se obter todas as tensdes observadas em um elemento infinitesimal, é necessa-

ria, portanto, uma terceira equagdo chamada equacéo da compatibilidade.

Na secéo 2.2, foram desenvolvidas as equagfes de deformacdes causadas em um

elemento infinitesimal plano. Essas sdo aqui repetidas por conveniéncia:

£ = g_u Equagdo ( 3-3 )
x
Jv
&y = @ Equagdo ( 3-4 )
o Equagio ( 3-5
AT quagio ( 35 )

Aplicando duas vezes a diferencial em relacdo a y em 3-3, duas vezes a diferencial
em relacdo a x em 3-4 e uma vez a diferencial em relacéo a y e outra em relacdo a x

em 3-5 se obtém:

0%e,  0’u

dy?  0xdy?
0%, _ d3v
d0x?  0dx?dy

0%y,  0%u N d3v
d0xdy  0xdy? 0x20y
Com base nisso conclui-se que:

d%e, N 0%, _ 0%Yxy
dy? = 0x?  0xdy
Pela Lei de Hooke (apresentada na secao 2.3) simplificada para sistemas bidimensi-

Equacdo ( 3-6 )

onais, sabe-se que:

1 ~

& =% (Gxx - ony) Equagdo ( 3-7 )
1 ~

& =% (0yy — VO Equagéo ( 3-8 )
2(1+v ~

Vay = %gxy Equagcdo ( 3-9 )

Substituindo as equacgdes 3-7, 3-8 e 3-9 em 3-6 obtém-se:
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aZ(cXX - vcyy) N aZ(oyy - UO'XX)
dy? dx?

Supdbe-se que nas equacdes 3-1 e 3-2 existe como forcas de corpo apenas a forca

0%0,,y .
=2(1+v)——= Equacdo ( 3-10 )
dxdy

peso. Diferenciando a equacgéo 3-1 em relagéo a x e a 3-2 em relacdo a y e somando
os resultados, encontra-se:

0%0,,y _ 0204 N 0%y, _
d0x0y dx? dy?
Substituindo agora a equacao 3-11 na equacao 3-10, encontra-se:

2

Equagdo ( 3-11 )

02 02
(ﬁ + a—yz> (0, +0,) =0 Equagdo ( 3-12 )

A equacao 3-12 corresponde a equacao de compatibilidade. Prova-se que esta equa-
¢cao é valida tanto para o estado plano de tensdo quanto para o de deformacao(TI-
MOSHENKO; GOODIER, 1970, p. 25).

3.2. O método de solucédo por polinémios

Particularmente visando a solucdo de problemas de vigas e outras estruturas em es-
tado plano de solicitacéo, nos quais a conformagdo geométrica é cartesiana, uma téc-
nica importante e muito Util para resolucéo da equacéao 3-12, utiliza o conceito de fun-

¢éo de tenséo (P) (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970, p. 29), que apresenta a seguinte
formulacao:

= 0°® E dgo ( 3-13 )
Oy = 37 quagao
0% ~
oy, = 952 Equagdo ( 3-14 )
= 0" E dgo ( 3-15 )
Oxy = 9x0y quagao

As equacdes 3-13 e 3-14 podem ser substituidas em 3-12, gerando a equacéo bi har-

moénica mostrada a sequir:

0*d i 0*d N 0*d
*
dx* dx?dy? = 0dy*

Para resolvé-la, considera-se que a expressao da fungéo de tenséo possa ser definida

=0 Equagdo ( 3-16 )
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através de polindbmios, nas seguintes formas(TIMOSHENKO; GOODIER, 1970):

a c
d>2=72x2+b2xy+?2y2 Equacdo ( 3-17 )
as , bz , cz ., dz , .
= = = — Equacdo 3-18
@, XXty o xyt + oy quagdo )
a, b, dy ~
D, = —F x4 24,2 Equacgdo 3-19
4 1Zx+6xy+2xy+6xy+12y quagdo ( )
s bs 2,,3 s, 5 5 5
il izl sl - > Equacgdo 3-20
b = ZOx +12xy+6xy 6xy TR AR T quagdo ( )

Com base nas equacbes 3-13, 3-14 e 3-15 podem-se achar as tensfes que esses

polinbmios geram. Por exemplo, com a equacao 3-17possivel concluir que:

Ox =Cy Equagdo ( 3-21 )
gy = A Equacdo ( 3-22 )
Oxy = —b, Equagdo ( 3-23 )

Observando as equaces de 3-21 a 3-23 € possivel interpretar o carregamento repre-
sentado. Essa configuracdo constitui-se de tensdes e compressdes perpendiculares
entre si e um esforcgo cisalhante uniforme, conforme figura 3-1.

ax Cz

-62
RRERIR R

\

—.1.-.1_.
R

] 4
-—-1-— T-‘— Yo

R

Yy

Figura 3-1: Tensdes geradas pela fung¢éo tenséo polinomial de segunda ordem.

A equacédo 3-18 gera outras funcbes para as tensdes, utilizando as equacdes 3-13,
3-14 e 3-15:

Oy = C3X + d3y Equagdo ( 3-24 )
0y = azx + b3y Equagao ( 3-25 )
Oxy = —b3x — 3y Equagao ( 3-26 )

As equacles de 3-24 a 3-25 podem gerar varios tipos de configuracdes conforme

desejar. Para isso basta alterar as constantes nelas existentes. Por exemplo, caso se
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considerar as=c3=ds3=0, 0 corpo em analise ira apresentar um carregamento conforme
figura 3-2. Nesse caso, nos lados superior e inferior, existe uma compressédo e uma
tracdo uniformemente distribuida, respectivamente. No lado direito, uma tenséo cisa-

Ihante constante age nessa face, enquanto no lado oposto nao existe nenhum carre-

gamento.
1 l.,.l — l_aq.. *"”"b;,-c
(} I""bgl
! %
§ f
TTT T Tt
Z -

Y

Figura 3-2: Tensdes observadas pela funcdo tensao polinomial de terceira ordem caso az=c3=ds=0

Para garantir a compatibilidade, na equacéo 3-19 é necessario primeiro encontrar 0s
valores de e; com a equacéo 3-16. Feito isso se encontra as tensdes que o polinémio

3-19 gera da mesma forma que com a equacao 3-17:

e, = —(2¢c, +ay) Equagao ( 3-27 )
Oy = C4x? + dyxy — (2¢4 + a4)y? Equagdo ( 3-28 )
oy = ayx? + byxy + c,y? Equacdo ( 3-29 )
b d
Oxy = —fxz + 2c4xy — 743/2 Equagdo ( 3-30 )

— - -
() —f ) 0

Figura 3-3: TensOes geradas pela fungéo de tensdo polinomial de quarta ordem com todas as cons-

tantes, menos d4, sdo iguais a zero.
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Note que de maneira andloga a equacgédo 3-18, as equacdes de 3-27 a 3-30 podem
gerar varios tipos de configuracbes de carregamento. Por exemplo, ao se considerar
as=bs=c4=0, o0 carregamento estimado fica conforme figura 3-3. Nas faces superiores
e inferiores serdo obtidas tensdes cisalhantes uniformemente distribuidas, enquanto
nas laterais essas tensdes serdo difundidas segundo uma configuracao parabdlica.
Além disso, uma tensdo normal a face direita serd observada segundo uma funcao
linear. Na equacgédo 3-20 é necessario primeiro encontrar os valores de es e fs com a
equacao 3-16. Feito isso se encontra as tensdes que o polindmio 3-20 gera da mesma
forma que com o 3-17:

c 1 N
Oy = §5x3 +dsx?y — (2¢5 + 3as)xy? — g(bs +2dg)y? Equagdo ( 3-31 )
d
oy = asx> + bsx?y + csxy? + ?5y3 Equagdo ( 3-32 )
1 1
Oxy = —§b5x3 —csx?y — dsxy® + 5(205 +3as)y® Equacdo ( 3-33 )

As equacdes de 3-31 a 3-33 também podem gerar varios tipos de carregamento a
medida que alteramos os valores das constantes. Para essas equacfes, toma-se
como exemplo o caso em que as=bs=cs=0. Nessa situagdo, as tensdes normais ficam

configurada segundo a figura 3-4 enquanto as cisalhantes segundo 3-5.

RN

7 P

C L

: X

? - ]
,1111111+,drz-§c3)
- JJCJ
Yy

Figura 3-4: TensGes normais geradas pela funcdo tensdo polinomial de quinta ordem caso
a5:b5:c5:0

Para essa configuracao, as tensdes normais nos lados superior e inferior ficam unifor-
memente distribuidas, enquanto nos lados esquerdo ndo se observa nenhuma tensao.

J& para a face direita, existem duas partes, uma delas seguindo uma fungéo linear
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enquanto a outra é uma parabola cubica. As tensdes cisalhantes sao proporcionais a
X nos lados longitudinais e seguem uma parabola na extremidade direita apenas, visto

gue na lateral esquerda nao existem nenhuma tenséo cisalhante.

o e I . e
F !
g .
! 7
1 }
e e l— e e
, [ »

Y

Figura 3-5. Tens@es cisalhantes geradas pela funcdo tensdo polinomial de quinta ordem caso
as=bs=cs=0

3.3. A determinacao dos deslocamentos

Quando os carregamentos sdo encontrados com as equacdes de 3-21 a 3-33, as de-
formacOes podem ser encontradas através das equacgfes constitutivas (2-8 a 2-11).
Apos isso, os deslocamentos serdo encontrados com as equacdes 2-3, 2-4 e 2-5,
repetidas aqui por conveniéncia:

_6u Euaéo(s_s)
v . 3-3

g = @ Equacdo ( 5 )
du OJv . 3-3

Yyx = @ + ™ Equacdo ( 6 )

Essas formulas séo facilmente integraveis, obtendo assim valores para os desloca-

mentos horizontais e verticais segundo uma funcéo das coordenadas geomeétricas:
~ , 3-3
u= | gdx+ f(y) Equagdo ( 7 )

v= fsydy+g(x) Equagao ( 3{-33 )
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Observando as equacdes obtidas, pode-se afirmar que apenas com tensdes e defor-
macdes ndo sera possivel obter valores para os deslocamentos, sendo necessarias
condicdes de contorno para se descobrir os deslocamentos por completo. No estudo
de casos serd mostrado o uso dessas equacdes em problemas particulares.
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Capitulo 4- Analise dos deslocamentos e tensdes gerados em vigas

4.1. Definigdo de Vigas

Define-se como viga um elemento estrutural que trabalha em posi¢cao horizontal ou
inclinada, assentada em um ou mais apoios, ao qual esta submetido um carregamento
perpendicular ao seu eixo longitudinal. Sendo assim, diversos sistemas necessitam

de usar vigas para sustentar esforcos.

Figura 4-1:Ponte Jornalista Joel Silveira, em Aracaju — SE. Exemplo de aplicagdo de vigas.

Na engenharia civil, vigas sao utilizadas para transferir os carregamentos impostos na
laje para os pilares. Nas asas de avifes sdo elementos necessarios para resistir 0s
esforcos provenientes da forca de sustentacdo advinda das asas. Em pontes as vigas
recebem carregamentos que se alteram ao longo do tempo, visto que hé transicao de

carga nesses sistemas.
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Figura 4-2:Ensaio de flexdao das asas na unidade de teste estatico do Boeing 787 Dreamliner. As
asas aguentam cargas de até 150% do valor que jamais elas poderdo passar durante o servico
operacional.

Em muitas maquinas, seja de processamento, elevacao ou transporte, as vigas de-
sempenham importante papel funcional. Por esse motivo, em situa¢des que uma falha
pode gerar graves consequéncias, ensaios sdo realizados em cada elemento do sis-
tema. Empresas como a Boeing, realizam o ensaio de flexdo das asas com cargas de
até 150% do valor que jamais elas poderdo passar durante o servico operacional,

favorecendo assim a seguranca (figura 4-2).

Nos estudos normais de resisténcia dos materiais ou mecanica técnica, os efeitos das
tensdes verticais (oyy) decorrentes do carregamento imposto a estrutura sédo despre-
zados, visto que nenhuma alusédo a elas, explicando seus efeitos e sua magnitude,

sdo fornecidas.

4.2. Equilibrio na secdo de uma viga carregada

Quando uma viga prismatica de largura b e comprimento L esta carregada, é possivel

secciona-la e observar a situagéo ilustrada na figura 4-3:
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vl Ml M+aM TV+dV
Y
C

Figura 4-3:Secéo da viga submetida a um carregamento.

A andlise do equilibrio neste paralelepipedo semi-elementar especifico (o compri-
mento vertical ndo é infinitesimal), no qual as tens6es normais e cisalhantes sédo subs-

tituidas pelo seu efeito global na direcao y mostra que:

—=—q Equagao ( 4-1 )

Da mesma forma para os momentos:

ZM,,:o

dx dx
(V+dV)7+V7+M—M—dM=O

aM

—_—= Equagdo ( 4-2 )
dx

4.3. Relacdo Cinemaética na secédo da viga

Desconsiderando os efeitos localizados de q, V, dV e dM na viga, podem-se realizar
as seguintes hipoteses a fim de se obter o carregamento oxx (HIBBELER, 2003, p. 222
a 226):

e O eixo longitudinal x, que fica na superficie neutra, ndo recebe nenhuma alteracéo
em seu comprimento original.
e Todas as sec0Oes transversais da viga permanecem planas e perpendiculares ao

eixo longitudinal durante o carregamento.
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e Qualquer deformacédo da secao transversal em seu proprio plano sera desprezada.

A partir dessas hip6teses, o elemento recebera deformacgéo conforme figura 4-4. O
comprimento ds’ encontrado a uma distancia y da linha neutra aumenta, enquanto o
comprimento dx permanece inalterado. Ambos os comprimentos curvam-se, for-

mando arcos concéntricos em O com angulo dd e raio em relacdo a linha neutra de

P.

Figura 4-4:Secao da viga deformada pelo momento fletor.

Com base nisso, define-se como deformacao (&x):

Exprimindo ds e dx em fungéo de p e d6:
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(p +y)d6 — pdo

& = lim

- dé—-0 pd@

Logo:

£ =2

*p
Sabendo que a deformacdo maxima (e€max) OCOrre em y=c:

€x y
== Equagao 4-3
ere  C quagdo ( )

4.4. Aplicacao da Relagao Constitutiva na viga

Como préximo passo é feita a hipotese que o material se comporta de maneira linear-

elastica. Assim se pode aplicar a lei de Hooke:
Oxx = E&, Equagdo ( 4-4 )
Deste modo, substituindo-se esta ultima equacéo na equacéo 4-1 chega-se a:

y N
Uxx=zf7max Equacdo ( 4-5 )

4.5. Tensdes normais naviga

Para se obter o maximo valor de tensao sofrida pela secéo, € preciso lembrar que a
distribuicdo de tensdo observada corresponde ao momento de intensidade M aplicado

a secao:
M = f OxxYdA

M:J‘(%O-max)ydA

2

M = amaxfy?dA

Supondo uma largura de secéo unitaria, conclui-se que:
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Mc
amax=T Equacdo ( 4-6 )

Onde | corresponde ao momento de inércia da area de segdo transversal.

Substituindo a equacao 4-6 na 4-5:

=0 Equagdo ( 4-7 )
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4.6. Tensdes cisalhantes em vigas

Por simplicidade, omitindo a representacédo de V e V+dV, o sistema passa a apresen-

tar as caracteristicas segundo a figura4-5.

Para obter a tensao cisalhante, deve-se lembrar das equacdes apresentadas anteri-

ormente:
av
dx 1
dm _
dx
PR x TN
<« >
<4— —>
o, €1 ____ _?0,,+30,,
—p y —
—’ ‘—
—_ C —
| <
«—ax 5

Figura 4-5:Secéo da viga carregada.

Considere que o diferencial de momento dM gera um diferencial de tensdo normal,

intitulada de do,,.

Segundo ODEN & RIPPERGER (1981), aplica-se a equacéo 4-7 na 2-1 e despre-

zando-se as forcas de corpo:

doyy, 0 (M)/)

dy Cox\ 1
[ydy oM
% =TT ax

Substituindo 4-2 e fazendo M, = [ bydy:

VMg
Ty T T

Equacdo ( 4-8 )
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Supondo uma secdao transversal retangular:

Mese 12 (€ 12 [y 3,
b - 8bcb ), Y T 8per|2 L, 4bc [e* =571
Opy = =V e [c? — y?] Equacdo ( 4-9 )

Duas importantes observacgdes agora se fazem oportunas:

A primeira advém do fato de que a consideracao das tensdes cisalhantes, realizada
mediante o equilibrio da fatia elementar anteriormente mostrada, viola uma hipétese
pré-estabelecida para a obtencdo do campo de tensdes normais, que admitia que as
sec¢des planas antes da aplicacédo do carregamento ficariam planas apés a imposicao
deste. Isto ndo é verdade, a menos da condicédo de flexao pura, ou seja, sem esforgo
cortante. A figura 4-6 ilustra a distribuicdo das tensdes e o0 modo de deformacao da
viga na condic¢ao de flexdo com cisalhamento.

Seg¢des planas -
\

1 Sem distorcao
A A

S
NN

\ \
X \

Distor¢ao maxima no eixo neutro

SNUNARRAN

Figura 4-6:Comportamento da viga engastada submetida a carregamento concentrado.

A segunda observacéo se prende a relacdo entre as dimensdes da viga. Nas formulas
deduzidas ndo ha nenhuma restricdo quanto a necessidade de uma razao entre o
comprimento, a largura e a espessura da viga. Entretanto, de modo a minimizar o
efeito da distorcdo imposta no modelo original, de que as sec¢des planas permanece-
riam planas, é comum se admitir que a melhor representacéao fisica do modelo mate-
matico gerado consiste em tomar vigas com dimensd@es tais que a largura seja bem

superior a sua altura, que por sua vez deve ser bem maior do que a profundidade.

Ressalta-se, entretanto, que o modelo apresentado € aplicado na pratica ao estudo
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de vigas altas e vigas espessas, com algumas adaptacdes simples.

4.7. Tensdes normais transversais

Embora sejam comumente desprezadas na teoria de vigas, mediante o uso das equa-
cOes de equilibrio, é possivel determinar a distribuicdo das tensées normais transver-
sais, que ocorrem no caso de haver carregamento ao longo das superficies horizontais

superiores da viga. Assim:

iy, 3 d
Oyy =f aV(x) e [c? — y?]dy ; onde aV(x) =—q Equacdo ( 4-10 )
y
_oql 3yy  1oyN3 N
Oy =-7 E_Z(E)+Z(Z) J Equacdo ( 4-11 )

Logo, oyy varia de —p/b na parte superior até o valor o valor nulo na parte inferior.

4.8. A equacéo dalinha elastica

Segundo HIBBELER (2003), observa-se novamente a figura 4-4, considerando agora
como sentido positivo na vertical y’. E possivel admitir que o comprimento ds inicial
deforma-se para dss’. Vale lembrar que esse comprimento ds era igual a dx no estado

emque a viga encontrava-se sem carregamento. Com base nisso:

~ dss'—dx
= A Ty
Mas:
ds = dx = pdf
dss' = (p —y)do
Entéo:
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_ (p—y)do — pdb

Ex pdo
Ou:
1 Ex 4-1
-_=—— Equacao
) Y quagdo ( > )

Aplicando a Lei de Hooke e a equacao 4-7 na equacgao 4-12, encontra-se:

1 _ M
p EI
Encontra-se na literatura que(HIBBELER, 2003, p. 452):

Equacao ( 4:_31 )

@
1_ dx? _M .41
3/2 ~ EJ Equacao ( 4 )

P [ ()]

A derivada de primeira ordem nessa equagéo normalmente possui um pequeno valor.

Logo, o quadrado de seu valor sera desprezado na presenca da unidade para reduzir

a equacao 4-14 para:

d’v M 41
_ = Equacao ( 5 )
dx? EI
Essa equacao é a que comumente se utiliza nos célculos de engenharia para deter-
minar a flecha de vigas e seus valores sao precisos, salvos restricdes impostas em

normas(HIBBELER, 2003, p. 452).

31



Capitulo 5- O Método dos Elementos de Contorno

5.1. Introducéo

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos do Método de Elementos de
Contorno (MEC) com sua formulacao classica aplicada para a solucdo de problemas
bidimensionais de elasticidade.

Segundo BREBBIA (1984), o Método dos Elementos de Contorno transforma um mo-
delo matematico formulado por equacdes diferenciais parciais - que descrevem mate-
maticamente o problema fisico num dominio espacial e temporal - em equacdes inte-
grais envolvendo somente valores de contorno ou condi¢des iniciais. Para realizacéo
dessa tarefa, a propriedade da integracéo por partes é utilizada em conjunto com o
Teorema da Divergéncia. Todo esse processo conta com o apoio de fungdes auxilia-
res denominadas solu¢des fundamentais que permitem a eliminagcéo da integral de

dominio remanescente apds essa transformacado matematica.

A aplicacdo bem sucedida do MEC promove a reducdo da dimensao do problema em
uma unidade. Ao se analisar apenas 0 contorno, € possivel observar algumas vanta-
gens em relagcéo a outros métodos. A mais imediata delas é a simplicidade no manu-
seio dos dados de entrada, bem menos numerosos, o que implica na quantidade de
operacBes matematicas que sao requeridas para construir o0 modelo computacional,

gue sao bem mais simples por conta da reducdo da dimensé&o do problema.

Outras vantagens do MEC sao: a possibilidade de trabalhar com regides infinitas de-
vido a peculiaridades da solucéo fundamental; a superioridade de precisédo na analise
de concentracao de tensdes e a operacionalizacao facil dos casos de fronteira varia-

vel, pois a operacao de reestruturacdo da malha € muito mais acessivel.

Também existem algumas desvantagens, como a complexidade apresentada pela so-
lucdo fundamental em alguns casos, assim como a menor flexibilidade no trato de
problemas de meios heterogéneos e inadequacédo na abordagem de problemas com
dominios delgados. Também é uma desvantagem o fato de que as matrizes do MEC

resultantes apos a discretizacdo do contorno ndo sédo simétricas e bandeadas.
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5.2. Formulacéo do MEC na elasticidade linear

Em muitos problemas de Mecéanica dos Sdlidos as grandezas sdo expressas em ve-
tores, ou seja, define-se mddulo, direcdo e sentido. Logo, observa-se problemas de

campo vetorial.

Esses problemas sdo normalmente analisados com as seguintes hipéteses: consi-
dera-se o meio como sendo continuo, homogéneo, elastico, linear, isotropico, sem
acOes de dominio e nas condicdes de estacionariedade. O problema, entdo é gover-

nado pela Equacao de Navier:

GU;, + Ugrg H0;=0,  em Q Equacdo ( 5-1 )

G
@-2v)
Esta equacéo pode ser escrita utilizando as constantes de Lamé. Empregando tais

constantes, a Equacao de Navier é reescrita como:

U +HA + U +b,=0 Equagdo ( 5-2 )
Uma consideracdo que pode ser feita € que as cargas de dominio sao nulas, ou seja:

b =0 Equagao ( 5-3 )
De acordo com REYNA VERA-TUDELA (1999), a formulacao tradicional do MEC, via
teoria das Equacdes Integrais, consiste em ponderar a equacao 5-2 por uma funcéo
vetorial uj* e depois integra-la no dominio. Por meio de um tratamento matematico
adequado, mostrado a seguir, transforma-se esta equacéao integral de dominio em

uma equacao integral de contorno.

Essa funcéo uj*é intitulada de solug¢éo fundamental. Para o problema apresentado, ela
€ a solucao de um problema elastico correlato, cujo dominio € infinito ou semi-infinito,
onde as forcas de corpo sédo a¢cbes concentradas no dominio, atuando nas direcdes

coordenadas, assim:

yu;," +HA+ @U; +b;=0 Equagdo ( 5-4 )

Onde as acdes singulares bj* sdo representadas por:

bi=A(¢, X)P;, P, =1 Equagdo ( 5-5 )

]
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Na equacéao 5-5, { representa o ponto fonte de aplicacdo da carga enquanto X repre-
senta o0 ponto campo e A((;, X) é a funcdo Delta de Dirac, para a qual se tem as se-

guintes propriedades:

Al£,X)=0,se ¢ #X Equagdo ( 5-6 )
A(§,X) > o, 88 =X Equagdo ( 5-7 )
[f(X)Alg, X)Q=f(¢), se S eQ Equacio ( 5-8 )

Q
Entdo, tomando-se a equacédo 5-2, ponderando-a e integrando-a no dominio, tem-se
a expressao seguinte:
Q Q

A seguir, utiliza-se a propriedade da integracdo por partes cuja estrutura consiste em:

_[uj,iiV’de:_[(uj,iVj)’idQ__[Vj,iuj,idQ Equacdo ( 5(_)1 )

Também faz uso do Teorema da Divergéncia, no qual:

'[Q(u’;uj’i ),idQ: Lu’j‘uj,i n,dr Equagdo ( ) )

Os entremeios da transformacdo matematica da Equacédo de Navier (equacdo 5-2)
estdo bem definidos na literatura (VALOTO, 2011). O resultado obtido encontrado é

apresentado a seguir:
P,-U,-(C)+I pjude:I p;u;dl’ Equacio ( Sél )
r T

De 5-5 sabe-se que o médulo de Pj é igual & unidade. No entanto, do modo como esta
escrita a equacao 5-12, o somatoério em j no primeiro termo do lado direito da citada
equacédo impede que cada carga concentrada P; atue independentemente uma da ou-
tra. Uma nova estrutura se faz necessaria. Essa etapa sera realizada ao se adotar
uma nova forma para a solucdo fundamental e sua derivada normal, que passam a

serem diadicas. Agora a equacao passa a ter a seguinte forma:

Cy (O ()+ [ u; (x)pg (€ x)dT(x)= [ p; (xha (3 x)dT(x) Equagio ( O )

r r

Onde o coeficiente diadico Cj é introduzido em fungé@o do posicionamento do ponto
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fonte se situar dentro do dominio, fora dele ou exatamente sobre o contorno. Tal coe-
ficiente também introduz a possibilidade de tratamento de contornos ndo suaves. O
detalhamento matematico deste coeficiente esta bem exposto na literatura (VALOTO,
2011).

5.3. Solugéo fundamental adotada

A equacao 5-13 é a equacdo integral do Método dos Elementos de Contorno corres-
pondente a Equacao diferencial de Navier. Ressalta-se que até o momento néo foi
feita nenhuma aproximacéo, de modo que sao expressdes matematicamente equiva-
lentes, sendo uma integral e outra diferencial. A forma em que é apresentada a equa-

¢éo 5-13 também é dita forma integral inversa.

Para o presente trabalho, opta-se em usar uma funcao auxiliar que representa a solu-
¢ao de um corpo infinito carregado com uma for¢ca concentrada unitaria. Por ser asse-
melhada ao problema que se deseja resolver, garante o bom desempenho numérico
do método. Logo, utiliza-se a solu¢cdo fundamental de Kelvin. Ela é obtida aplicando
uma carga unitaria em um corpo infinito elastico e calculando os deslocamentos e
forcas de superficie resultantes desse carregamento. As solu¢des fundamentais de
Kelvin para problemas bidimensionais sao apresentadas por BREBBIA, TELLES e
WROBEL (1984):

* 1 1 ~ 5-1
e Rl Oy el )
* _1 ar -
plk = m[%((l_ZV)Slk +2rykryl)_(1_2\})(r'|nk _r,knl):| Equagﬁo ( 551 )

Onde p*k e u*k representam as for¢cas de superficie e deslocamentos na diregdo k
devido a uma forca unitéria na direcao |; r € a distancia entre o ponto fonte e o ponto
calculado; v € o coeficiente de Poisson e G € modulo de cisalhamento. A figura 5-1
ilustra o ponto de aplicacdo do carregamento (ponto fonte) e o ponto em que se obtém
os resultados de forca de superficie e deslocamento (ponto campo) e seus respectivos

eixos.
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U2

Ponto i

. o Carga unitaria
Carga unitaria g

L na direcdo x,
na diregdo z, -

a) b)

Figura 5-1: (a) Componentes de deslocamento da solugdo fundamental (carregamento unitario n
direcdo x1), (b) componentes de forca de superficie da solucdo fundamental (carregamento unitari

na direcao x2)

Avariavel r = r(¢ ,X) representa a distancia entre o ponto fonte ¢ , de aplicacdo da

carga e o campo X. As derivadas sdo tomadas com relacéo as coordenadas Xi.

Assim, os componentes das equacdes 5-14 e 5-15 podem ser definido:

r=(rr )" Equacdo ( 56-51 )

=% (x)—x () Equago ( 5%1 )
- 8[_ :iz_ ar ~ 5'1

TH%E T W Fauacio (g )

5.4. Calculo das tensdes e dos deslocamentos para 0s pontos internos

Segundo Telles [1980], para o célculo de pontos internos € usual comec¢ar assumindo
a denominada ldentidade de Somigliana para equac¢des integrais de contorno gue mo-

delam problemas de elasticidade.

Essa identidade € dada em 5-19, que nada mais é do que a equacédo 5-13 para pontos

fonte situados no interior:
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U (€)+ [u; ()P (€3 X )0 = [ py (X g (¢ X )dr Equagso 551 )

r

Derivando-a esta Ultima expressédo em relagéo as coordenadas do ponto ¢ :

Jp (X0 (€ X)r ()= [u, (X)pp(€:XNT(X)  quagso ( 522 )

dxk( T
A equacédo 5-20 fornece as deformacdes especificas que, através da Lei de Hooke,

permitem encontrar as tensdes nos pontos internos.
Entdo, pode-se escrever diretamente que a expressao das tensdes para 0s pontos
internos é:

=] (XX (x)- [u, (X (€ X ar () cquaio ( 52 )

r

Onde define-se como solucao fundamental:

« 1

Ui =

~_ [ D2
W{(l 2v)(r15|k+r5 u)+'8r|r1rk} Equagdo ( " )

o
g 27a(1-v)r”

+pvinrr,+nrr )+@—2v)pnrr, +n,s, +n,5, )—
_(1_4V)nk5ij}

8r[1 2vr5 +v(r15,k+r5 IJ)+7/r rk]+

Equacao ( 5:;’2 )

Onde as constantes a, 8 e y apresentam o0s seguintes valores:

a=21
B =32
y =54

5.5. Procedimento numérico geral

A equacdo integral de contorno para a elasticidade mostrada em 5-13 é repetida aqui

por conveniéncia:

Cy (€ ()+ [u; (py (€5dr(x) = [ p, () (£:X)r(x) Equagdo ( 75 )

Devido ao fato desta Ultima expresséo ter um carater vetorial, para um dado ponto ¢
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, duas equacdes sdo geradas:

Cua(Oe (&) + Cra (D (€)+ [u, 0)p1o (€A ()+ [u, () pr, (&5 )T (x) -

= [ Py (12 (€3 )0 (0) = [ p, (X (&5 x)dr(x) = 0 Equacio ( ;)
4

r r

C21(§)‘Jl(§)+ sz(év)uz(é,)jL J.ul(x)p;1(§; X)dF(X)+ J.UZ(X) p>.(& X)dF(X)—

~ [ a3, (¢ (x)~ [ p, (3, (£ X)Ar (x)=0 Equagdo ( o )

r r

Para a resolucdo no MEC, o proximo passo para a resolucdo de um problema € a
discretizacdo do contorno, em que o mesmo € dividido em um numero finito de ele-
mentos e uma hipotese sobre a variacado das grandezas do problema ao longo dos
mesmos — no caso: deslocamentos e forcas de superficie — sdo admitidas.Essa dis-
cretizacao transforma a equacéao integral em um sistema de equacdes algébricas,que

deve ser resolvido para obter a solucao do problema.

5.5.1. Aproximacao do campo de variaveis

Dividido o contorno numa série de elementos, € preciso aproximar os deslocamentos
(u) e as forgas de superficie (pi) ao longo do elemento, o que é feito, inicialmente, em

termos de interpolacdo com base nos valores nodais.
cquaséo ( %7 )

pi=N"p;° Equacdo ( 5;2 )

Nas expressfes anteriores, N€ € o vetor das fun¢des de interpolacado, ui e pi® sdo os

vetores deslocamento e forca do ponto nodal X.

38



O tipo de elemento adotado é linear. Logo, faz necessario o uso de uma funcéo de
forma ¢, expressas em termos de um sistema de coordenadas situado nas extremida-

des, conforme 5-28 e 5-29:

1% ., 52
#(x)=1 Lo Equagdo ( "¢~ )
_ X ., 52
(/52(X)—Le Equagdo ( g~ )

Onde Le representa o comprimento do elemento em questao.

Logo, para cada direcdo, uma funcao é definida para expressar os valores de cada

parametro ao longo do elemento:

A (0 cauio | 5
U (20 cauaio {52
P (X)="pid (x)}+°pi'g, (x) Equagio ( 75 )
P5 (X)="P3e (X)+"P3 s (X) Equago ( 5;’ )

Aplicando essa discretizacao, a equacao integral fica:

+§N:j{pi(§'x I8 PL(&x )l pL(&x e, pnL(Six, )ﬂ “u;
o [ 9 U 00 7 Y ("0 N Y (0 S Y ("0 3

02 | Equacdo ( )

e

_ : u;l(é’.x )¢1 UIZ(;;XB)¢1 u:l(é/;xe)¢2 ulZ(é’ X )¢2 ep;
=2

UZl(é/ X )¢1 u;Z(é”Xe) 1 u;l(g’xe )¢2 22(§ X )¢2 ) p].2

e 2

P,
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A equacdo 5-34, também pode ser escrita da seguinte forma, considerando a integra-

¢ao da solugéo fundamental e de sua derivada:

=1

|:C11(§) Clz(g)}{eul}_FN[;Hlll ;H112 ;lel ;lez eu;
e

1 1 2 2
C21(§) C22(§) u, geHzl ;sz g“eHZl gesz eulz

e 1

Py

N e~1 e~1 e 2 e~ 2 e .1
_Z G G, G [Gh P
- e~1 e~1 e 2 en2 )
4621 gezz 4621 ngz Py

2

°p,

Assim, tomando como referéncia a matriz H, que € obtida da integracdo de p;j* ao

e=1

longo de um elemento de contorno:

e H K

¢
Onde e é o elemento integrado, K € o ponto nodal no elemento (inicial ou final), i e |
séo as direcdes do diadico e { é o ponto fonte. O mesmo ocorre para a matriz G.

E importante ressaltar que ha equacdes singulares sendo integradas nesse processo,
porém, demonstra-se que essas integrais nao sao singulares. Alguns detalhes do pro-
cedimento de integracdo ndo serdo apresentados nesse trabalho, mas eles podem
ser encontrados na tese de VALOTO (2011).

5.5.2. Montagem do sistema matricial
Substituindo 5-26e 5-27 em 5-13 tem-se a seguinte expressao:

C(;i)u(:i)i[f p*NdFJu“)—Ze[I U*Nerp@ Equagdo ( 7o )
=L T T

j=1

Durante a montagem do sistema de equacdes indicado em 5-36, cada uma das inte-
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grais seré calculada numericamente. Este calculo se d& através da integracdo numeé-

rica unidimensional de Gauss, que estabelece:

[ £endn=3. f mw, Equagdo ( )

Onde n; € a coordenada adimensional do i-ésimo ponto de integracdo, w; € o fator de
peso associado ao ponto i, e P € o numero total de pontos de integracéo utilizado.

Assim, cada integral da equacgéo 5-36 pode ser calculada como se segue:

NPI
jp*NdF:Ip*N J| dn;Z|J|kaNka Equacio ( Sés )
r r k=1
. . NPI . 5 3
ju Ndl"z'[u N |J| dnzZ|J|kaNkUk Equagdo ( o )
T I, k=1 9

] ]

Onde NPI séo o numero de pontos de integracdo de Gauss.

A equacdo integral discretizada é aplicada repetidamente, considerando o ponto ¢ si-
tuado coincidentemente com todos os pontos nodais existentes. Um sistema de 2t
equacdes algébricas € gerado e envolve os 2t valores nodais de deslocamento e forca

de superficie.

Agora, define-se:

Ne . Ne 5_4
2 Ip NdI, Uezzheue Equacdo ( 0 )
= j=1

Ne . Ne 5_4
2 IU NdT, pe=zgepe Equacdo ( 1 )
= T j=1

Substituindo 5-40 e 7-6 em 5-36:

Ne

CEME )Y N ur=) g"p* Equacdo ( Oy )

j= =

Pode-se, entdo resumir as equagdes de cada ponto ¢ numa forma matricial:

(CH:')J:Gp Equacdo ( 5é4 )
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Na expressao anterior, 0s vetores u e p contém os valores de deslocamento e forgcas

de superficie em todos os pontos nodais. A matriz C € quase diagonal (banda pe-

guena), e pode ser incorporada a H para formar:

HU:Gp Equagéo( 5;14 )

Com t valores prescrito na equacao 5-44 sao obtidos os outros t desconhecidos.
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Capitulo 6- Estudo de Casos

Neste capitulo serdo apresentados problemas de carregamento de vigas que séo co-
mumente encontrados na engenharia. Esses casos sao resolvidos analiticamente

usando a resisténcia dos materiais e a teoria da elasticidade (caso for aplicavel).

Toma-se nota que nem todos os problemas podem ser simplesmente simulados por
um método numeérico, visto que forcas como vetores ndo se manifestam de fato como
tal numa situacgéo real. O que se encontra num contato entre elementos séo tensoes,

€ como corpos, eles se deformam mutualmente.

Porém, para a analise em métodos numéricos, considera-se como se as forgas de
superficie manifestassem pelo contato com um corpo infinitamente rigido. E para si-
mular um carregamento concentrado, normalmente se considera uma forca de super-

ficie que esta imposta em uma pequena area.

6.1. Andlise de tensdes e deslocamentos para uma viga bi apoiada com

flexdo pura

6.1.1. Pela Resisténcia dos Materiais

Este é o0 caso mais simples examinado pela teoria. A figura 6-1 ilustra o problema.

Numa viga submetida a uma flexdo pura observam-se a seguintes condi¢cdes de con-

torno:
V@)=20 Condigdo ( 6-1 )
V(L)=0 Condicdo ( 6-2 )
M(O0)=M Condicdo ( 6-3 )
ML) =M Condicdo ( 6-4 )

Também sabe-se como condi¢des de deslocamento:
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v(0)=0 Condicdo ( 6-5)
v(L)=0 Condicdo ( 6-6 )

e >}

Figura 6-1: Viga bi apoiada com flex&do pura

Na figura 6-2 a seqguir vé-se a distribuicdo do diagrama de momento fletor. O diagrama

de esforco cortante é nulo.

() AR
S

JAN

rrrrr

diagrama de momento fletor

Figura 6-2:Diagrama de momento fletor para viga sob flex&o pura.

Resolvendo as equacdes 4-1e 4-2com essas condi¢cles, se obtém:

V(ix)=0 Equacdo ( 6-1 )
Mx)=M Equacdo ( 6-2 )
E importante destacar que existe um momento constante distribuido ao longo da dire-
¢éo horizontal e a forma com que ele é imposto ndo é discutido na teoria da Resistén-

cia dos Materiais. Assim, ja se percebe que pode haver diferengas significativas entre
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o0 modelo matematico admitido e o problema real que € examinado, particularmente
no que diz respeito a imposi¢ao de condi¢cdes de contorno e carregamentos localiza-
dos.

Substituindo 6-2 em 4-7 e 6-1 em 4-9, respectivamente:

M
Oxx = Ty Equacdo ( 6-3 )
Oxy =0 Equacdo ( 6-4 )

Substituindo 6-1 em 4-10:

€0 3 0
N 2 _ 22 . —
Tyy —jy axV(x) Abe? [c? — y?]dy ;onde axV(x) 0

0yy =0 Equagdo ( 6-5 )
Com base nos dados obtidos, apenas € possivel observar carregamento horizontal
sofrido pela viga.

Para a flecha desse carregamento:

Integrando duas vezes:

LM e
VEEI\ T2 XL

Com base nas condi¢des de contorno, obtém-se como constantes:
)
Y 2EI
CZ = 0
Logo:

_ 1 (Mx* MlLx : 2o ( 6.6
V= I\ 2 > quacao ( )

Essa equacao exprime a flechas na situacao proposta nessa secao.
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6.1.2. Pela Teoria da Elasticidade

Na secdo 6.1.1 esse sistema foi analisado pela Resisténcia dos Materiais. Porém,
nessa sec¢ao, aplica-se o equacionamento da Teoria da Elasticidade para resolvé-lo.
O sistema consiste huma viga carregada com momentos fletores e fixada em pinos
localizados no meio da secéo transversal. Note que o sistema analisado teve suas
coordenadas referenciais alteradas facilitar a solucdo do problema. O sistema esta
ilustrado na figura 6-3.

g >}

Figura 6-3: Viga bi apoiada sujeita a momentos fletores nas extremidades.

Nesse sistema séo feitas as seguintes condi¢cdes de contorno:

gy (x,¢c) =0 Condicao ( 6-7 )
Oxy(x,¢) =0 Condigdo ( 6-8 )
ay(x,—c) =0 Condicao ( 6-9 )
Oxy(x,—C) =0 Condicao ( 6-10 )
Oxy(L/2,y) =0 Condicdo ( 6-11 )
faxx(L/Z,y)ydy =-M Condicao ( 6-12 )
Oxy(—L/2,y) =0 Condicao ( 6-13 )
faxx(—L/Z,y)ydy =-M Condigdo ( 6-14 )
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u(=L/2,0)=0 Condicdao ( 6-15 )
u(L/2,0) =0 Condicdao ( 6-16 )
v(=L/2,0)=0 Condicdo ( 6-17 )
Para obter o carregamento desse problema, apenas é necessario utilizar a equacéo

3-18, considerando az=bz=c3=0.

Obtém-se, assim, as seguintes equacgdes de distribuicdo de tensodes:

0y = d3y Equagdo ( 6-7 )
g, =0 Equacdo ( 6-8 )
Oy =0 Equagdo ( 6-9 )

Aplicando a condic¢do 6-12, encontra-se o valor de da:
d; = —— Equagdo ( 6-10 )

2bc3 , . . T ~
Lembrando que TC =] onde | € o momento de inercia. A distribuicdo de tensdes
horizontais fica igual a da resisténcia dos materiais:

M
0x=—Ty Equacdo ( 6-11 )

Substituindo na equacao 6-46 e 6-47 as equacdes 6-11 e 6-8 obtém-se:

Mx
u= —Fy + f(y) Equagdo ( 6-12 )
vMy? x
= — Equacgao 6-13
v T g(x) quagdo ( )

Para obter as funcdes f(y) e g(x) substitui-se 6-12, 6-13 e 6-9 em 6-48:

Mx Of dg

“7E Ty TO0t e 70
af adg Mx .
_0y+_6x__—IE Equagdo ( 6-14 )

Separando os termos dependentes de x, de y e independentes da equacdo 6-14 e

realizando integracdes indefinidas chega-se a trés conclusoes:
f) =0 Equacdo ( 6-15 )
2

Mx
= Equacao 6-16
g(x) STE +C, quagdo ( )

Onde C: e C»sédo constantes que serao definidas a seguir.
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Substituindo a equacgao 6-15 na equacéo 6-12 e substituindo a equacao 6-16 na equa-

¢ao 6-13 encontra-se:

M
u=—ﬁ+C1 Equagdo ( 6-17 )
IE
_ vMy2+Mx2+C Equagdo ( 6-18 )
VST T T

Aplicando a condicdo 6-15 em 6-17:

c;=0 Equagdo ( 6-19 )
E finalmente aplicando a condi¢do 6-17 em 6-18:

C, = _Ingg Equagdo ( 6-20 )
Conclui-se que:
u(x,y) = M Equacdo ( 6-21 )
E.l
-M y2 x2 l2 )
v(x,y) = Il (V-7 + -5 §> Equacdo ( 6-22 )

Assim, tém-se os valores de flecha e deslocamento horizontal observadas em uma

viga sob flexao pura.

6.2. Andlise de tensdes e deslocamentos para uma viga bi apoiada com

carregamento constante
6.2.1. Pela Resisténcia dos Materiais

O problema esté ilustrado na figura 6-4.

Em uma viga bi apoiada, existem as seguintes condi¢cdes de contorno:

L
V(o) == Condigio ( 6-18 )
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qL

V(L) = -5 Condicdo ( 6-19 )
M(0)=0 Condicdo ( 6-20 )
M(L)=0 Condi¢do ( 6-21 )
Também sabe-se como condi¢des de deslocamento:
v(0)=0 Condigdo (6-22)
v(L)=0 Condigcdo (6-23)

2c

Figura 6-4:Viga bi apoiada com carregamento constante.

Os diagramas de esfor¢co agora sdo dados por uma funcdo quadratica, no caso do

momento fletor, enquanto o esfor¢o cortante é linear, conforme figura6-5.

AL L

diagrama de momento fletor

diagrama de esforco cortante
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Figura 6-5:Momento fletor e esfor¢o cortante para viga biapoiada sob carregamento constante.

Segundo ODEN e RIPPERGER (1981), resolve-se as equacdes 4-1 e 4-2 com essas
condicdes, obtendo:

L
V(ix) = q7_ qx Equacdo ( 6-23 )
M(x) _ﬂzx—% Equagio ( 6-24 )

Substituindo 6-24 em 4-7 e 6-23 em 4-9, respectivamente:

3qyL? (x  x\2 .
Oy = 4qbyc3 (-- (Z) ) Equacdo ( 6-25 )
3qL /1 «x V2 .
o =3 1) (-0 ) Fquagio (626 )
Com base nas equacdes 4-11, 6-25 e 6-26, o valor maximo das tensdes Oxx, Oyy, Oxy
sao:
3qL? x
(04 )max = Tehc? Equacdo ( 6-27 )
(Uyy)max = —% Equacdo ( 6-28 )
3qL
(axy)max = 8;Zc Equacdo ( 6-29 )

Com isso pode-se determinar a razéo entre as tensées maximas:

@) ¢ .

(Uxx max = L Equagao ( 6-30 )
“w) _16 5 i
(Uxx max = 3 ( ) Equagdo ( 6-31 )

Ao se considerar despreziveis valores com diferenca de duas ordens de grandeza
entre si, as tensdes verticais serdo desconsideradas quando a razao entre altura e
comprimento (2¢/L) for menor que 0,086. Para as tensdes de cisalhamento, esse valor
sera de 0,01.

Para o calculo das deflexdes, utiliza-se a equacéao 4-15:

d’v 1 (qlx qx? : 63
dx2 EI\ 2 2 quagdo (5" )

Integrando duas vezes:
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v

1 (qlx® qx*
CEI\ 12 24

>+C1x+C2

Com base nas condi¢des de contorno, encontra-se:

1 qL3
“="Ea
C,=0
Logo:
1 (qlx® qx* ql’x 63
v‘ﬁ( 12 24 24> Fquagdo { 5" )

Essa férmula determina a flecha de uma viga biapoiada para um carregamento cons-

tante, conforme a teoria de resisténcia dos materiais.

6.2.2. Pela Teoria da Elasticidade

Nessa secao, considera-se a teoria da elasticidade. As coordenadas de referéncia
foram alteradas para facilitar os célculos. O carregamento no qual estd submetido &
constante ao longo da face superior e possuira uma intensidade . O problema foi

ilustrado na figura 6-6.
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r

2c

Figura 6-6: Barra biapoiada com carregamento constante sob novas coordenadas referenciais.

Considera-se como condi¢des de contorno:

ay(x,¢c) =0
Oxy(x,¢) =0

ay(x,—¢) = —q

Oxy(x,—c) =0
f%www=o
f Oxy(L, y)dy = —qL
f ox(L,y)ydy = 0
[ ox-Lyyay =0
f Oxy(—=L,y)dy = qL

f ox(—L,y)ydy =0

Condicao
Condicao
Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Também deve se considerar as seguintes condi¢des de deslocamento:

u(—=L,0)=0
u(L,0)=0

Condicao

Condicao

P A

6-24
6-25
6-26
6-27

~_— ~—  ~— ~—

6-28 )

6-29 )

6-30 )

6-31 )

6-32 )

6-33 )

6-34 )
6-35 )
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v(—=L,0)=0 Condicdo ( 6-36 )
Para descobrir o comportamento do sistema, serao utilizadas as seguintes fungdes de

tensdo apresentadas na secéo 3.2:

e Utiliza-se a equagédo 3-17 considerando bz2=c2=0. Assim essa funcéo é apenas

capaz de gerar compressao ao sistema.

e Utiliza-se a equagéo 3-18 considerando as=cs=ds=0. ISso causa um padrao de

carregamento que esta ilustrado na figura 3-2.

e Utiliza-se a equagéo 3-20 considerando as=bs=cs=0. ISso causa um padrao de

carregamento que esta ilustrado na figura 3-4 e 3-5.

Seréo aplicadas nessas equacgdes as condi¢cdes de contorno para assim encontrar a
solucédo do problema. Conforme as consideracgdes feitas, chega-se a seguinte distri-

buicdo de tensdes:

2 «
o, = dg (xzy — §y3) Equacdo
ds , .
oy =73Y + b3y +a, Equagdo
Opy = —dsxy? — b3x Equagdo

Aplicando as condicdes 6-24 a 6-27 encontra-se:

q ~

a, = -3 Equacgao

b, = 34 Equagao
3= %7¢ quag
3q ~

ds = a0 Equacgao

( 6-34 )

( 6-35 )

( 6-36 )

( 6-37 )

( 6-38 )

( 6-39 )

2¢3 . . . L
Lembrando que % =] onde | é o momento de inercia e substituindo as constantes

nas equacoes de 3-31 a 3-33 obtém-se:

q( . 2 3> «
= —— - = Equacao

q (1 2 «
=3l -ee3e)
Oxy = —%(c2 —y3)x Equacdo

( 6-40 )

( 6-41 )

( 6-42 )

As equacdes 6-40 a 6-42 também satisfazem as demais condi¢des de contorno, com

excecao das condi¢cfes 6-30 e 6-32. Para resolver esse problema é preciso superpor

as tensdes da equacgdo 3-18 novamente, porém agora sera assumido apenas que ds

seja diferente de zero.
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O valor dessa constante é obtido aplicando a condi¢éo 6-30:

jaxydy j[ xy—gy)+d3y]ydy—0 Equagdo ( 6-43 )
g, =39(L _2 Equagio ( 6-44
372\ 75 quagdo ( 6-44 )
Logo:
_42_ .2 q(Z _E ) E 3 -4
ax—ZI(L x)y+21 3V 5cy quacdo ( 6-45 )

Com o valor das tensdes obtidas, agora os deslocamentos podem ser estimados. Para
iISSO usam-se as equacoOes 6-46 a 6-48:

du 1 lazdb anal
L=

e z 3y? —v 922 Equacdo ( 6-46 )

ov _  1[a*® 9’ Eauac 6.47

dy ¥ E|o0x? v 0y? quaggo )
0u+6v_ _2(1+v) 21 +4v) 0% c s0 ( 6-48 )
dy o0x Yoy =7 %o T E  0x0y quacac

Substituindo nas equacodes 6-46 e 6-47 as equacdes 6-45, 6-41 e 6-42 obtém-se:

3
S [ (E 3_2 2)
u_ZIE (Lx 3>y+x 3y 5cy

Equagdo ( 6-49 )
1 2
+ vx <§y3 —cly + §c3>l + ()

B q y4- CZyZ 2 s
Y 21E{12 2 T3¢V
2 21 1 4 Equacdo ( 6-50
_”K?*‘”y%‘zﬁﬁ+i“”2‘%ﬂ e ! )
+g()

Para obter as funcdes f(y) e g(x) substitui-se 6-42, 6-49 e 6-50 em 6-48:

2(1+v)q 6f dg
T YR T

_4 (%2 z) 1
21E<(SC L x+3x 2xy

—2v(c? - yz)x>
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of 0g q 5 2 5 1 3) .
ay " ox 21E<2cx <SC L>x 3% Equaggo { 651 )

A partir da equagéo 6-51 chega-se a duas conclusoes:

f)=vy Equacdo ( 6-52 )
2

8 X 1
g(x) = _%«g c? + L2>7 - Ex4) ) Equacio ( 6-53 )

Aplicando a condigéo 6-34 na equacgao 6-49 e substituindo na mesma a equacéao 6-52

tem-se:

L l(LZ(_L) _ (_;‘)3> 0+ (—L) (303 _ ECZO)

2IE 3 5
1 2
+v(-L) (503 —c?0+ §c3)l +y=0
qvLc3
Y= "73IE
y = ﬂ Equacdo ( 6-54 )
2E
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Aplicando a condigéo 6-36 na equagéao 6-50 e substituindo na mesma a equacéao 6-52

tem-se:
q (0% c?0* 2 |
21E{12 2 T30
2 02 1 1 0*
_ A2 72\ R2( N2 4 (—_T1)2n2
vl(sc 12) 5 = 5 ¢2(=1)% + 5 (-1)%0 6]}
_ 9 (8 - 2)(_L)2_i_ 4 _
21E<(SC ) )+6=0

)

5 qL* 12¢2 /4 v .
( ) Equacdo ( 6-55 )

“uE | 5

+_
5 2
6.3. Analise de tensfes e deslocamentos para uma viga engastada com

carregamento constante

6.3.1. Pela Resisténcia dos Materiais

O problema pode ser representado segundo figura 6-7.

+

Y ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ Y Y Y ¥ Yy vyvyvy

2c

NI IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIID

Figura 6-7: Viga engastada com carregamento constante.

A representacao desse problema segundo a distribuicdo dos momentos fletores e es-

forcos cortantes € mostrado na figura 6-8.

56



Figura 6-8: Momento fletor e esforco cortante para viga engastada sob carregamento constante.

Em uma viga engastada, podem-se aplicar as seguintes condi¢cdes de contorno:

V(0) =qL Condigao ( 6-37 )
V(L)=0 Condicdo ( 6-38 )
2
M(0) = — % Condicao ( 6-39 )
M(L)=0 Condicdo ( 6-40 )
Também sabe-se por ser uma viga engastada:
v(0)=0 Condigdo ( 6-41 )
@(0) =0 Condigao ( 6-42 )
dx
Resolvendo as equacdes 4-1 e 4-2 com essas condi¢cdes, se obtém:
V(x) =qL — gqx Equagdo ( 6-56 )
x? ql? x
M(x) = qLx — CIT — CIT Equacdo ( 6-57 )

Substituindo 6-57 em 4-7 e 6-56 em 4-9, respectivamente:
3qyL? / x  x\2
7w = per (27 (1) —1)

3qL x Y\?

o =35 (1- 1) (1= ()

Com base nas equacfes 4-11, 6-58 e 6-59, o valor maximo das tensfes Oxx, Oyy, Oxy
57

Equacdo ( 6-58 )

Equacdo ( 6-59 )



3qL? u
(O )max = — Abo? Equacdo ( 6-60 )
(ayy)max = —% Equagdo ( 6-61 )
3qL .
(axy)max = The Equacdo ( 6-62 )

Com isso pode-se determinar a razéo entre as tensdes maximas:

o (&

(%)max:z Equagéo ( 6-63 )
0. 4 ,c\2
(yy)max=§(z) Equacdo ( 6-64 )

Ao se considerar despreziveis valores com diferenca de duas ordens de grandeza
entre si, as tensdes verticais serdo desconsideradas quando a razao entre altura e
comprimento (2c/L) for menor que 0,173. Para as tensdes de cisalhamento, esse valor
sera de 0,02.

Para o calculo das deflexdes, utiliza-se a equacéao 4-15:

dv (e ¥
dx2  EI\? 2 2
Integrando duas vezes:
1 (qLx® qx*
== ——|+Cx+C
v E1<12 24 ) Tl Tl

Com base nas condi¢des de contorno, encontra-se:
Cl = 0
CZ = 0

Logo:

v Equagcdo ( 6-65 )

1 (qlx® qx* ql?x?
“EI\ 6 24 4

Essa formula determina a flecha de uma viga engastada para um carregamento cons-

tante, conforme a teoria de resisténcia dos materiais.
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6.3.2. Pela Teoria da Elasticidade

O problema aqui analisado foi resolvido usando a resisténcia dos materiais na segao

acima.

Para uma abordagem utilizando a teoria da elasticidade, foram feitas algumas peque-

nas alteracdes na localizacdo de algumas condi¢cbes de contorno, a fim de facilitar a

resolucdo. O problema modificado esta ilustrado na figura6-9.
Observa-se as seguinte condi¢cdes de contorno:

gy (x,¢c) =0
Oxy(x,¢) =0

ay(x,—¢) = —q

Oxy(x,—c) =0
f@wmw=o
f Oxy(L,y)dy = —qL
f ox (L, y)ydy =0
fax(Oly)dy =0
f 0xy(0,y)dy = 0

f 0,(0,y)ydy =0

Condicao
Condicao
Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Condicao

Também deve se considerar as seguintes condi¢des de deslocamento:

u(0,—¢c) =0
v(0,0) =0

Condicao

Condicao

P D N

6-43
6-44
6-45
6-46

6-47

6-48

6-49

6-50

6-51

6-52

6-53
6-54

~— S~
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Figura 6-9: Viga engastada com carregamento constante.

Para descobrir o comportamento do sistema, serao utilizadas as seguintes fungdes de

tensdo apresentadas na secéo 3.2:

e Utiliza-se a equacéo 3-17 considerando b2=c2=0. Assim essa fungéo é apenas

capaz de gerar compressao ao sistema.

e Utiliza-se a equagédo 3-18 considerando as=cs=ds=0. Isso causa um padrao de

carregamento que esta ilustrado na figura3-2.

e Utiliza-se a equagédo 3-20 considerando as=bs=cs=0. Isso causa um padrao de

carregamento que esta ilustrado na figura 3-4 e 3-5.

As consideracoes feitas geram uma distribuicdo de tensbes conforme equacdes sub-

sequentes:
2 «
o, = ds (xzy — §y3> Equagdo
ds ., "
Oy =3V + b3y +a, Equagdo
Oyy = —dsxy? — b3x Equacdo

Aplicando as condi¢Bes 6-43 a 6-46 encontra-se:

a, = —g Equacgao
3
b; = >4 Equacgao
4c
3
ds = 24 Equacgao
4c3

( 6-66

( 6-67

( 6-68

( 6-69

( 6-70

( 6-71
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2¢3 p . . -
Lembrando que % =] onde | € o momento de inercia e substituindo as constantes

nas equacoes de 6-66 a 6-68 obtém-se:

2
Oy = qu (x y—§y ) Equagdo ( 6-72 )
q (1 2 N
oy =5 <3y — 2y 4 - 3¢ ) Equacdo ( 6-73 )
Oxy = _%(CZ —y2)x Equacdo ( 6-74 )

As equacdes 6-72 a 6-74nao satisfazem as condicdes de contorno 6-49 e 6-52, mas
satisfazem as demais. Para resolver esse problema € preciso superpor as tensdes da
equacédo 3-18 novamente, porém agora sera assumido apenas que ds seja diferente

de zero.

O valor dessa constante é obtido aplicando a condigéo 6-49:

faxydy f[ x y——y )+d3y] ydy =0 Equacdo ( 6-75 )
g, =39(L _2 Equacio ( 6-76
5=l quagio | )
Logo:
q q (2 2 «
Oy = Z(LZ —x?)y +Z(§ 3 — =C y) Equagdo ( 6-77 )

Com o valor das tensdes obtidas, agora os deslocamentos podem ser estimados. Para

iISSO usam-se as equacodes 6-46 a 6-48.

Substituindo nas equacodes 6-46 e 6-47 as equacdes 6-77, 6-73 e 6-74 obtém-se:

_ 9 |(2, % (zg_zz)
u_ZIE <Lx 3>y+x 3y 5cy

Equagdo ( 6-78 )
1 2
+ vx <§y3 —ciy + §c3>l + ()
2
3

4} Equacdo ( 6-79 )
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Para obter as funcdes f(y) e g(x) substitui-se 6-74, 6-78 e 6-79 em 6-48:

2(1+v)q 2 2 6f &g
——p (- yIx= +@+a
_i E 2 2) 1 3 _ 2
21E<<SC L)x+3x" = 2xy
— ZV(CZ _ yz)x>
af ag q 2 2 2) 1 3) )
oy + ox  2IE <ZC X <5C L) x 3% Equacdo ( 6-80 )

A partir da equacgao 6-80 chega-se a duas conclusoes:

f) =y Equacdo ( 6-81 )

__ 9 ((8 2>x_2_i 4 5 ]
g(x) = >IE <<5c + L > T 12% +6 Equacdo ( 6-82 )
Aplicando a condicéo 6-53na equacéao 6-78 e substituindo na mesma a equacao 6-81

tem-se:

q (0) 2
"y KLZ(O) ——) 0+ (o)( —§C20>

+v(0)< 03—020+2c >l+y=0

3
y=0 Equagdo ( 6-83 )
Aplicando a condicdo 6-54 na equacéo 6-79 e substituindo na mesma a equacao 6-81
tem-se:
q (0* c?0% 2 |
‘ﬁ{ﬁ 2 T390
2 02 1 0*
— N2\ ____,2 2 202 _ ___
VI(SC 0?) 5 —5¢2(0) +3 (0) 0 6]}
__4 ) <0>2 Lo ) 452
215((5 ) (@) +8=0
6=0 Equagdo ( 6-84 )
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6.4. Andlise de tensdes e deslocamentos para uma viga bi apoiada com

carga concentrada
6.4.1. Pela Resisténcia dos Materiais

O problema esta ilustrado na figura abaixo:

!

2

Figura 6-10: Viga bi apoiada comcarga constante

Numa viga submetida a uma flexdo pura observar-se a seguintes condicdes de con-

torno:

P -
V(0) = 5 Condigao ( 6-55 )

P -
V(L) = ) Condicdo ( 6-56 )
M(0)=0 Condicdo ( 6-57 )

PL

M(L/2) = T Condigdo ( 6-58 )
M(L)=0 Condicdo ( 6-59 )

Também encontram-se as seguintes condi¢cdes de deslocamento:

v(0)=0 Condigao ( 666 )
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v(L) =0 Condigdo ( 6i6 )

A figura 6-11lilustra os diagramas de esforco simples, que neste caso ja sdo mais ela-

borados.

diagrama de momento fletor

diagrama

de esforco cortante

Figura 6-11: Momento fletor e esforgo cortante para viga biapoiada sob carregamento concentrado.

Com as fungdes sdo descontinuas, sera necessario usar as funcdes de Macaulay(HI-

BBELER, 2003) para expressar o carregamento e o momento ao longo da horizontal:

V(x) = §<x)o —P{x— %)0 + g(x —L)° Equacdo ( 6-85 )
M(x) = g(x)1 —P{(x— %)1 + g(x — L) Equacdo ( 6-86 )

Substituindo 6-86 em 4-7 e 6-85 em 4-9, respectivamente:

_ Py ()} L, (x—-L) .
Oxx = T(T —{x — E)l +— > Equacdo ( 6-87 )
3P Y\2) [{x)° L, (x—1L)° N
Oy = Tpe (1 — (E) )(—2 —{x — E)O T > Equagdo ( 6-88 )

Substituindo 6-85 em 4-10:

Oyy = B (X) + E (X)gj <(x)‘1 —{x — E)_1 + M) Equagdo ( 6-89 )

4 \c 2 2 2
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Com base nas equacfes 6-87, 6-88 e 6-89, o valor maximo das tensfées Oxx, Oyy, Oxy

sao:
3PL .
(O )max = b Equacdo ( 6-90 )
P, ~
(ayy)max =-7 Equagdo ( 6-91 )
3P ~
(axy)max = 3be Equacdo ( 6-92 )

Observa-se que apenas para a equacao 6-91 a unidade de P. é for¢a por compri-

mento.

Com isso pode-se determinar a raz&o entre as tensdes maximas:

<—xy> max = —C[ a 6-93
-
s Equacdo ( )
ayy> 8c?p, ~
27 - E -94
( max 3 quagdo ( 6-94 )

Ao se considerar despreziveis valores com diferenca de duas ordens de grandeza
entre si, as tensdes de cisalhamento serdo desconsideradas quando a razao entre

altura e comprimento (2c¢/L) for menor que 0,02.

Porém, com base na equacao 6-94, as tensbes de compressao ndo podem ser des-
prezadas caso a distribuicdo da forca P ao longo do comprimento for muito concen-
trada. Sera necessario, portanto, uma analise do comportamento dessa carga ao

longo do eixo horizontal.
Para avaliar o deslocamento da linha elastica, a equacao 4-15 sera usada:

v 1 /P L P
_ = — | — 1_ __\1 _ _ 1
dx? EI(2<x) Plae=oy +50—1L) )

Integrando duas vezes:

1 /P P L P
— | — 3 _ _ _\3 _ _ 3
v_EI(12<x> (= L)>+C1x+C2

Com as condicdes de deslocamento, chega-se a:
PL?

 16EI
CZ = 0

C1:
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Entao:

1/(P P L, P pI? 6-9
s e N3 D N3 x
v <12(x) 6(x 2) +12(x L) x> Equacio ( 5 )

T EI 16EI
Essa expresséo define a flecha sofrida por uma viga biapoiada submetida a um car-

regamento concentrado, segundo a resisténcia dos materiais.

6.4.2. Pela Teoria da Elasticidade

Infelizmente, ndo é possivel implementar de modo viavel uma condi¢ao de carrega-
mento concentrado na Teoria da Elasticidade com condi¢gbes de contorno tais como
se apresentam no problema proposto. Na literatura encontrada, a teoria da elastici-
dade consegue avaliar os efeitos localizados de uma forca aplicada em arestas hori-
zontais opostas, gerando tensdes infinitas em um ponto especifico. A solucéo apre-
sentada por Timoshenko utiliza fun¢gbes na forma de somatérios infinitos de senos e

C0Ssenos, mas gera reacdes binarias nos apoios.

Cabe ressaltar que € possivel fazer a analise para uma viga engastada, visto que é
possivel prescrever uma distribuicdo de tensao cisalhante na face livre que ira simular

satisfatoriamente uma carga concentrada na vertical.

6.5. Andlise de tensdes e deslocamentos para uma viga engastada com

carregamento concentrado

6.5.1. Pela Resisténcia dos Materiais

O problema esté ilustrado na figura 6-12:
Nessa situacdo, podem-se aplicar as seguintes condi¢cdes de contorno:
Vi )="~r Condicao ( 6-62 )
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V(L) =P Condicdo ( 6-63 )
M(0) = —PL Condicdo ( 6-64 )
M(L)=0 Condi¢cdo ( 6-65 )
Também sabe-se por ser uma viga engastada:

v(0) =0 Condiggo ( 6é6 )
v 6-6
—_ = Condicao
7 (0 =0 ¢do (57 )

N PY

y !

‘i

N 2

§ :C X

N .

y

y

NI

2 L. -

Figura 6-12: Viga engastada com carregamento concentrado.

Em termos de esforcos simples, a distribuicdo dos momentos fletores e esforgos cor-

tantes € similar & do exemplo anterior, conforme mostra a figura 6-13.

i
a

diagrama de
momento
fletor

diagrama
de esforco cortante
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Figura 6-13: Momento fletor e esforco cortante para viga engastada sob carregamento concentrado
Resolvendo as equacdes 4-1e 4-2com essas condicdes, se obtém:
Vix) =P Equacdo ( 6-96 )

M(x) =P(x—1L) Equagdo ( 6-97 )
Substituindo 6-97 em 4-7 e 6-96 em 4-9, respectivamente:

3P ~
Oxx = 2bc3;’ (x—=1L) Equagdo ( 6-98 )

3P Y\? .
Oxy = 4_bc<1 — (Z) ) Equagdo ( 6-99 )

Substituindo 6-96 em 4-10:
) 3 ©c 3
— | = 2 _ 4,2 — 2 _ 4,2
Oyy —fy SxV(x)4bc3 [c? —y?]dy jy 003 [c? —y?]dy

gyy =0 Equacdo ( 6-100 )

Com base nas equacdes 6-98, 6-99 e 6-100, o valor maximo das tensdes Oxx, Oyy, Oxy

sao:
3PL .
(0, )max = She? Equacdo ( 6-101 )
(Uyy)max =0 Equagdo ( 6-102 )
3P .
(axy)max = The Equagao ( 6-103 )

Com isso pode-se determinar a razéo entre as tensées maximas:

(@> max = ~— Equacd 6-104
oo =5 quagao ( 6- )
Oyy _ .
—|max =0 Equacdo ( 6-105 )
O-xx

Ao se considerar despreziveis valores com diferenca de duas ordens de grandeza
entre si, as tensdes de cisalhamento serdo desconsideradas quando a razao entre
altura e comprimento (2c¢/L) for menor que 0,04. As tensdes verticais sdo ausentes

nesse sistema.
Para se obter os deslocamentos verticais, utiliza-se da equacéo 4-15:

dzv_lp L
preial T RA G

Integrando-se duas vezes:
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VEEI\ e T 2 Tt

Com base nas condi¢des de deslocamento, conclui-se:

C1=0
C2=0
Entao:
L (p(E Equacio (6-106
U_EI 6 > guacdo (6- )

Essa expressao define a flecha provocada na viga engastada por um esfor¢co concen-

trado e sua extremidade.

6.5.2. Pela Teoria da Elasticidade

Sera realizada a resolucdo do mesmo problema apresentado na secéo anterior, porém

serdo utilizadas as equacdes da teoria da elasticidade.

Um elemento esta vinculado de forma a se comportar como uma viga engastada. O
carregamento no qual esta submetido € concentrado em sua extremidade esquerda e

possui uma intensidade P. O problema foi ilustrado na figura 6-14.

26

v
*

7

(U

Figura 6-14: Viga engastada com carregamento concentrado.
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Para obter uma solugdo analitica para o problema, séo aplicadas as seguintes condi-

¢Oes de tensdo no contorno:

ay(x,c) =0 Condicdo ( 6-68 )
Oxy(x,¢) =0 Condigdo ( 6-69 )
oy(x,—¢c) =0 Condigdo ( 6-70 )
Oxy(x,—c) =0 Condicdo ( 6-71 )
0,(0,y) =0 Condicdo ( 6-72 )
faxy(O, y)dy =P Condicdo ( 6-73 )
E ainda aplicam-se as seguintes condicoes:
u(L,0)=0 Condicdo ( 6-74 )
@ (L,0)=0 Condicdo ( 6-75 )
0x
v(L,0) =0 Condicdo ( 6-76 )

Com as condi¢des de contornos explicitadas, o comportamento do sistema sera obtido

usando as seguintes funcdes de tensdo apresentadas na secéo 3.2:

e Utiliza-se a equacao 3-17considerando a2=c2=0. Assim essa funcao € apenas
capaz de gerar cisalhamento ao sistema.

e Para a equagéo 3-19 sera considerado as=bs=c4=0. Isso causa um padréo de
carregamento que esta ilustrado na figura 6-15.

— —pn e el —r ——
1,
—rl"-

— e e Y — e

. Y, .
4

Figura 6-15: Tensdes geradas pela funcdo de tensdo polinomial de quarta ordem com todas as

X

L e

constantes, menos d4, sdo iguais a zero.
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Com essas hipoéteses feitas chega-se a seguinte distribuicdo de tensdes:

Oy = duxy Equagdo ( 6-107 )
g, =0 Equagdo ( 6-108 )

= i s E a 6-109
Oxy = —b, - quagdo ( 6- )

Aplicam-se as condi¢des 6-69 ou 6-71 para encontrar d4 em fungéo de b e finaliza-
se obtendo b2 com a condigéo 6-73. Logo:

3P
b, = 1he Equacdo ( 6-110 )
3P ~
d, = ~5he3 Equagdo ( 6-111 )

2bc?
3

Lembrando que =] onde | € o momento de inercia e substituindo as constantes

obtidas nas equacdes 6-107 a 6-109 obtém-se:

P
Ux=—% Equacdo ( 6-112 )
Py Equagdo ( 6-113 )
Oy = =57 (c* = ¥%) quagdo

Com o valor das tensdes obtidas, agora os deslocamentos podem ser estimados. Para

iISSO usam-se as equacodes 6-46 a 6-48.

Substituindo nas equacodes 6-46 e 6-47 as equacodes 6-112 e 6-113 obtém-se:

Px?y
= — Equacdo 6-114
u STE + f(y) quagdo ( )
vPxy? x
= Equacdo 6-115
V= + g(x) quagdo )

Para obter as funcdes f(y) e g(x) substitui-se 6-114, 6-115 e 6-113 em 6-48:

Px? 0df vPy* adg p
“2E oyt 2 Yox T T2l 7YY

of N dg Px* vPy®> P
dy ox 2IE 2IE 2IG

Separando os termos dependentes de X, dependentes de y e independentes da equa-

(c?2—y?) Equacdo ( 6-116 )

cao 6-116 e realizando integracdes indefinidas chega-se a trés conclusdes:

Pc?

- Equacao 6-117
T quagao ( )

Cl+62:
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vPy3 Py3 N
fly)=- 61327 +% + Cy + C3 Equagdo ( 6-118 )
Px3 .
gx) = gt C,x + C, Equagdo ( 6-119 )

Onde Cy, C», C3 e C4 séo constantes que serao definidas a seguir.

Substituindo a equacao 6-118 na equacgao 6-114 e substituindo a equacédo 6-119 na
equacao 6-115 encontra-se:

Px?y vPy3 Py3 x
= — — Equacdo 6-120
u R +6IG+C1y+C3 quagdo ( )
vPxy? Px3 .
= — Equacgdo 6-121
V= +61E+sz+c4 quagdo ( )

Aplicando a condicao 6-74 na equacao 6-120 tem-se:
Px?0 VPO  PO?
21E 6lIE  6IG
C;=0 Equacdo ( 6-123 )
Aplicando a condig¢éo 6-76 obtém-se C> em funcdo de C4 e com a condi¢ao 6-75 en-

u= + C,0 + C4 Equagdo ( 6-122 )

contra-se o valor de Ca:

vPL0? PL3
- = Equacdo 6-124
SIE +6IE+C2L+C4 0 quagdo )
dv  vP0? PlL?

— = i = Equacio 6-125
Tx 2IE+21E+CZ 0 quagdo ( )
PL?
21E

Para finalizar, utiliza-se a equacéo 6-117 para assim obter C; e Ca:

v =

C, = Equagao ( 6-126 )

PL%2  Pc?
C. = - Equacdo 6-127
YT2IE 216 quagdo | )
PL3
- Equacio 6-128
Cy 3TE quagdo ( )

Comisso, tem-se definidas as fun¢des de deslocamento vertical e horizontal para uma
viga engastada submetida a carregamento concentrado. Os valores das constantes
nao serdo substituidos nas funcdes de deslocamento por suas expressées ficarem

muito longas.
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Capitulo 7- Simulacdes Numéricas

7.1. Avaliacdo das simplificacBes tedricas e das condicdes de contorno

nos casos em estudo

A partir dos contelidos expostos na secao 6 é possivel afirmar que os valores obtidos
das formulacbes encontradas através da Teoria da Elasticidade e da Resisténcia dos
Materiais para tensfes e deslocamento sdo fortemente vinculados ndo apenas as hi-
poteses feitas mas também as condi¢cbes de contorno impostas. Considere, por exem-
plo, o caso da viga com carga concentrada em sua extremidade (secéo 6.5). As for-
mulas encontradas para esse caso so representam a solucao exata caso os esfor¢os
cisalhantes na extremidade carregada apresentem uma distribuicdo parabdlica con-
forme equacéo 6-113 (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970).

Se essa hipotese néo for respeitada, quais efeitos serdo obtidos? No que um deslo-
camento prescrito num ponto indevido podera afetar a flecha da viga carregada? Es-
sas e outras perguntas serdo respondidas da melhor maneira possivel através de si-
mulacdes com o Método dos Elementos de Contorno, cujo conteudo foi o assunto
abordado na secéo 5 desse trabalho. A confianca na utilizacdo do método € dada pela
enorme quantidade de testes ja realizados por diversos autores, que constam em am-
pla literatura (BREBBIA et al. , 1984) e também em diversos testes ja realizados pelo
autor deste trabalho (FREITAS et al. , 2013). Uma sintese destes resultados séo apre-
sentados no apéndice A e dao a devida credibilidade as comparacdes feitas com o

MEC neste assunto.

Cabe ressaltar que esse trabalho ndo buscaré esgotar todas as possiveis situacoes e
consideracdes admitidas na andlise de vigas que sdo imprecisas. O que se busca
nessa secao € abordar algumas situacdes especificas de cada caso estudado na se-

cao 6.

A viga na qual serdo feitas as avaliacbes é um cubo com lados e mdodulo de Young
unitarios, além de possuir um coeficiente de Poisson igual a 0.3. Os valores dimensi-
onais e as rigidezas utilizados na analise ndo afetam a aplicacdo do método, visto que

tudo que precisa ser feito € ajustar o valor ou unidades do carregamento de maneira
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que os deslocamentos assim obtidos tenham valores préaticos. Aqui optou-se por va-
lores significativos o suficiente para serem corretamente avaliados. J& para o caso do
coeficiente de Poisson, buscou-se adotar um valor que possa interferir diretamente
nos resultados obtidos. Uma analise com seu valor nulo ou igual a 0.5 também poderia
ser realizada, mas optou-se por nao fazé-la, ficando a mesma uma proposta para fu-

turos estudos.

O elemento estrutural é discretizado através de elementos de contorno, com 80 ele-
mentos nas fronteiras e 81 pontos internos. Dai resulta um sistema linear para ser

resolvido, conforme mostrado na segéo 5.

Pelas dimensdes impostas, nota-se que a viga nao € esbelta. O motivo disso esta na
analise das simplificacdes feitas na Resisténcia dos Materiais. Como foi mostrado nas
varias subsecdes da secao 6, desprezar alguns efeitos de tensdes em vigas é valido
até um certo ponto dimensional, definido pela relacdo altura largura. Mas, o que ocorre

se essa relacdo nao for grande o suficiente para se ter seguranca nessa simplificacao?

E importante lembrar que ndo serdo alteradas as solucdes tedricas utilizadas para
cada caso de carregamento (flexdo pura, carregamento uniformemente distribuido,
etc.) em cada mudanca de condicdo de contorno. Por exemplo, mesmo que 0s apoios
da viga fossem alterados para ficarem na extremidade superior da face transversal, a
solucdo tedrica que sera usada para comparar os resultados continuara sendo aquela

em que se considera que 0s apoios estdo no meio da face transversal.

Também sera possivel comparar o efeito de algumas desconsideracgdes feitas na Re-
sisténcia dos Materiais e feitas na Teoria da Elasticidade. Por exemplo, a tabela abaixo
mostra de maneira comparativa as tensdes obtidas para uma viga biapoiada com car-
regamento uniformemente distribuido, utilizando ambos os métodos (problema ilus-

trado na figura 6-4):

Para o campo de tensdes os resultados coincidem, a menos da segunda parcela na
expressao de oxx dada pela teoria da elasticidade. Este termo advém do efeito de oyy
junto a oxx, pois promove compressao adicional as fibras da viga. Por serem apenas
funcdes de y, no equilibrio de forcas a sua acdo ndo afeta oyy (veja equacdes 3-1 e
3-2).
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Tabela 7-1: Comparacgéo entre os métodos para uma viga biapoiada com carregamento uniforme-
mente distribuido ao longo da aresta horizontal superior.

Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade
Oxx q(1? — x?)y q(LZ—xZ)y+ q (2 , 2, )

21 21 21\3Y "5¢Y
Oxy q(c? —y*)x q(c® —y*)x
21 21
Oyy _i(l 3 _ 2 33) _i(l 3 _ 2 33)
21\3Y" TV F3e TACRAE A

Rigorosamente a solucdo apresentada por Timoshenko ndo seria comparavel a um
problema comum, pois € exigida um condi¢cdo de contorno especial nos apoios com
relacéo a distribuicdo de forcas (um perfil especial para as tensées normais nas ex-
tremidades). Todavia, mostra-se que esta distribuicdo auto equilibrada s6 afeta as re-
gides proximas destes apoio, pois valores de tensdo representativos encontram-se
longe destes e tem magnitude bem superior(TIMOSHENKO; GOODIER, 1970). A re-
alidade é que se comparam dois problemas diferentes. Se tivesse a solucéo da elas-
ticidade que nado exigisse uma distribuicdo tdo especial, também tais resultados se-

riam diferentes daqueles dados pela Resisténcia dos Materiais.

7.2. Resultados para uma viga bi apoiada com flex&o pura

Uma das condicdes que se nota na secdo 6.1.2 é a fixacado prescrita do deslocamento
na linha de centro da viga. Apesar de ndo ser mencionada com rigor que a fixacao
deve ser no centro da secao transversal no estudo da Resisténcia dos Materiais (pois
nesta teoria a analise é unidimensional apenas) essa condi¢do de contorno € neces-
saria para que as formulagdes obtidas em ambos os casos (Resisténcia e Teoria da

Elasticidade) gerem valores mais compativeis.
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Utilizando os valores de dimensao e propriedade dos materiais descritas no inicio
dessa secao, sera prescrita uma carga de momento que equivale ao valor M ilustrado
na figura 6-3. O valor dessa grandeza sera de 0,5 para todas as analises aqui realiza-
das. A maneira como se prescreve essa carga se traduz numa distribuicdo linear de
tensbes compressivas e trativas, com simetria no centro de area da viga. A figura 7-1

ilustra o padrao descrito.

A avaliacao sera feita na alteracdo da condi¢do de deslocamento prescrito. A situacao
tipo 1 corresponde ao caso da viga corretamente fixada. As outras condi¢cdes do tipo
2 e 3 sao feitas para caso a fixacdo seja na extremidade inferior e na extremidade
superior, respectivamente. A figura 7-2 ilustra onde fica cada pino nas configuracdes

mencionadas.
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Figura 7-1:Tensdes horizontais prescritas no problema.
2 Q Tipo 3
O RRRRRRRERRAAES & Tipo D
Q Q- Tipo 2

Figura 7-2:Condi¢bes de fixagcdo na viga.

Os parametros analisados seréo a flecha observada na linha neutra da viga e as ten-
s@es horizontais sentidas no centro do vao. Os valores obtidos sado adimensionais,

sendo genéricos quanto ao tipo de material e intensidade de carregamento.
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7.2.1. Andlise da Condicé&o Tipo 1

Nessa situacao, tanto os valores de flecha quanto os valores de tenséo obtidos s&o
congruentes entre todos os métodos, observando-se uma superposicao das linhas
tracadas no gréafico 7-1 e 7-2. Essa configuracdo mostra que caso 0s pinos forem

postos no lugar correto, as formulagées mostraram boa exatiddo nos valores que for-
necem.

0 &

01 0\, 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 / 1

-0,2 AN 4
X »'4/
-0,3

-0,4

-0,5 z
0,6 L !

-0,7 \2

—  —
-0,8

—@— Flecha pela —— Flecha pela Flecha pelo

Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 1

Grafico 7-1: Flecha observada na viga sob flexdo pura do tipo 1, 0.5 corresponde ao centro da
viga.
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1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 %6 0‘7 0,8 0,9 1
-2 * w0
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-4
—@— Tensdo pela —&— Tensdo pela Tensdo pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 1

Gréfico 7-2: Tensao horizontal observada no centro do vao na viga sob flex@o pura do tipo 1.
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A viga mantém suas faces transversais retas e seus deslocamentos configuram uma
situacao vista em livros da Resisténcia dos Materiais. A figura 7-3 mostra a viga com
todos os nds do MEC ilustrados em suas posi¢des finais. E importante ressaltar que
a figura ndo estd em escala com os valores obtidos no programa, o objetivo dela é

mostrar como ficou a aparéncia da viga ap0s o carregamento.

Figura 7-3:Viga Tipo 1 sob flexao pura.

7.2.2. Andlise da Condicéao Tipo 2

Quando a viga fica com seus apoios impostos na extremidade inferior, o carregamento
imposto ira causar reacfes nos apoios, visto que ndo se pode prescrever forcas de
superficie onde se prescrevem deslocamentos e vice-versa. A restricdo vertical im-
pede que as pontas se elevem como observado na figura7-3, ficando a peca com um

caracteristica peculiar na base, conforme figura7-4.

O gréfico 7-3 mostra que enquanto as flechas obtidas com a Resisténcia dos Materiais
e a Teoria da Elasticidade permanecem sobrepostas, 0 método numérico mostra uma
ligeira reducdo em sua curvatura, sendo mais facil de observar a diferenca entre as
linhas no centro do vao. O motivo dessa mudanca esta no carregamento imposto ao

elemento, que ja ndo mais é simétrico em relacéo a linha de centro.
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Figura 7-4: Viga Tipo 2 sob flexao pura

As tensfes que antes permaneciam uniformes ao longo do vao foram desequilibrad

as

pelo pinos posicionados nas novas localizac¢des, ficando a parte inferior visualmente

menos tracionada que na configuracéo tipo 1.

—@— Flecha pela —&— Flecha pela Flecha pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 2

Gréfico 7-3: Flecha observada na viga sob flexao pura do tipo 2, 0.5 corresponde ao centro da

viga.
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Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 2

Gréfico 7-4: Tensao horizontal observada no centro do vao na viga sob flexdo pura do tipo 2.

A mudanca de localizacéo dos pino ja passa a causar discrepancias entre a solucao
obtida com o MEC e os valores obtidos com as formulagdes existentes na se¢ao 6.1.
Porém, como a flexdo pura é a situacdo que a Resisténcia do Materiais melhor mo-

dela, os resultados ndo apresentaram grandes discrepancias.

7.2.3. Anélise da Condicéao Tipo 3

Quando a situacao passa ser da fixacao da viga nas extremidades superiores, passa
a se observar a mesma situacdo gerada na secdo anterior, porém, agora € a parte
comprimida que passa a apresentar um comportamento distinto do usualmente pre-
visto pela teoria simplificada. Conforme ja mencionado, ndo se pode prescrever para
um mesmo ponto na mesma direcdo as forcas de superficie e os deslocamentos. A
figura 7-5 mostra como fica os nés do MEC ficaram dispostos sob a configuracdo do

tipo 3.
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Figura 7-5: Viga Tipo 3 sob flex&o pura

O desequilibrio de tensbes agora fica localizado na parte das fibras que estdo compri-
midas na parte superior. Essas tensdes nao conseguem gerar uma flecha de mesma
intensidade que as obtidas nas formulagdes tedricas, mas fica com os mesmo valores
obtidos na condicéo do tipo 2. Isso demonstra que ambas as partes das tensoes fle-
toras, compressivas e trativas, sdo importantes para a flecha obtida por esse carrega-

mento. O grafico 7-5 mostra a flecha obtida na configuracao do tipo 3.

0 »I«\ : /14
0\ /1

—®— Flecha pela —&— Flecha pela Flecha pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 3

Gréfico 7-5: Flecha observada na viga sob flexao pura do tipo 3, 0.5 corresponde ao centro da
viga.
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Graéfico 7-6: Tensao horizontal observada no centro do vao na viga sob flexao pura do tipo 3.

O grafico 7-6 mostra o que foi dito no paragrafo anterior: as tensdes compressivas na
parte superior sofrem uma ligeira reducéo. Essa condicao foi observada na parte in-

ferior que estava submetida a tracéo na configuracéo do tipo 2.

Aparentemente, mudar a localizacdo do apoio na direcdo vertical altera as condi¢bes
de carregamento que foram previstas, observando as situacfes observadas anterior-
mente. Mais uma vez é importante lembrar que a flexado pura é a situacao que a Re-
sisténcia dos Materiais melhor modela, portanto, era esperado que os resultados ndo

apresentassem grandes discrepancias.

7.3. Resultados para uma viga bi apoiada com carregamento constante

Conforme foi dito no inicio da secao 7, para uma viga sob carregamento uniforme sera
notado uma diferenca entre as tensGes horizontais observadas na Resisténcia dos
Materiais e a Teoria da Elasticidade. Uma segunda parcela surge pela compressao
adicional das fibras, e esse valor € mais intenso quanto mais préximo se aproxima do
carregamento prescrito. Nas extremidades, deve haver uma tensao normal adicional

a fim de equilibrar a viga.

Além desse fato, observa-se pela equacéo 6-42 que deve haver tensdes cisalhantes
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prescritas num padrao parabdlico para que os resultados obtidos na teoria da elastici-
dade estejam congruentes com uma analise numeérica. Esse fato nem mesmo é citado
na Resisténcia dos Materiais, que despreza a condi¢ao pelo fato da viga ser suficien-
temente esbelta. O problema esta em quao esbelta a viga deveria ser para que o
critério seja valido, e mesmo assim nao ha garantias que as tensfes laterais serao

obtidas segundo o padrao tedrico.

TIMOSHENKO & GOODIER, (1970) afirmam que a viga submetida a uma compres-
sdo uniforme sé apresenta a tenséo formulada na secdo 6.2.2 caso seja imposta uma
tensdo horizontal semelhante a parte direita da equacéo 6-45 em suas extremidades,

ou seja, uma reacao X tal que:

2 2
X = %(§y3 - ECZy) Equacdo ( 7-1 )

Analogamente a equacao da reacdo Y mencionada no segundo paragrafo dessa se-
¢ao pode ser definida como:

Y = —% (c?2—y?)L Equacdo ( 7-2 )

Essa equacdo nada mais é do que a tensao cisalhante observada nas extremidades

das faces.

A avaliacdo das vigas sera dividas em trés tipos. A configuracao tipo 1 é feita sem que
se prescreva henhuma tenséo nas faces transversal. A do tipo 2 sera prescrito a rea-
¢do Y nas laterais, exceto no ponto em que se encontra o pino. Finalmente para o
caso do tipo 3 serdimposta além da reacédo Y, a reacdo X recomendada pela literatura.
Dessa forma sera possivel analisar esses condicionamentos e verificar se a teoria da
Resisténcia dos Materiais ainda consegue ser precisa num caso mais mal comportado
gue o visto na secdo 7.2. Vale a pena ressaltar que o carregamento uniforme imposto

para analise do problema sera de valor unitario.

Tipo 1 Tipo 2) (Tipo 3

Figura 7-6: llustracdo dos tipos de configura¢des adotadas nas andlises.
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7.3.1. Andlise da Condicé&o Tipo 1

Quando as reacdes dos apoios ndo sao corretamente distribuidas segundo o que foi
prescrito na Teoria da Elasticidade, a solucdo numérica pelo MEC encontra grandes
concentragdes de tensdes nos apoios. A parte superior da viga fica comprimida forte-
mente visto que as reacdes dos apoios sO afetaram os deslocamentos apds a metade
inferior da viga. A figura 7-7 ilustra o estado em que os nds da viga se encontram apos
o carregamento. Cabe ressaltar que nédo ha escala nessa ilustracdo, sendo utilizada

para elucidacéo da condicéo obtida.

Figura 7-7:Estado da viga biapoiada com carga constante segundo o tipo 1 de configuracéo.

Ao se observar a flecha, os valores previstos pela Resisténcia ja ndo sao muito bons,
visto que ndo ha relacdo altura largura o suficiente na viga. Portanto, nota-se uma
discrepancia com a Teoria da Elasticidade. A flecha encontrada no gréafico 7-7 para o
MEC mostra uma grande diferenca com a teoria. Uma justificativa disso esta na
grande concentracao de tensdo presente nos apoios. A medida que se migra para o
vao da viga, as curvas tendem a ficar semelhantes, caracterizando o principio de
Saint-Venant.
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Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 1

Gréfico 7-7: Flecha observada na viga biapoiada sob carga constante do tipo 1.

Quando se observam as tensfes horizontais na sec¢ao transversal do centro da viga,
nota-se poucas diferencas. Nem mesmo a tensao adicional observada pela compres-
sdo das vigas mencionada no inicio dessa secao parece ter se manifestado na solu-

¢ao com o MEC.
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Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 1

Gréfico 7-8: Campo de tensdes horizontais na sec¢édo transversal do centro da viga biapoiada sub-

metida a carga constante do tipo 1.

O gue se observa é uma concordancia maior do método do MEC com a Resisténcia
dos Materiais para as extremidades superior e inferior do que com as formulacdes

postuladas na Teoria da Elasticidade.
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7.3.2. Andlise da Condicé&o Tipo 2

Quando as faces sdo submetidas a forcas de superficie verticais distribuidas parabo-
licamente, a concentracado de tensédo observada nos apoios desaparece, ficando a
viga com um aspecto mais similar a uma flexado pura. A figura 7-8 mostra que o esma-

gamento da parte superior da viga desaparece com a nova configuracao.

E importante ressaltar que, diferentemente do caso de flexdo pura, a carga perpendi-
cular a direcao dos apoios configura tensdes cisalhantes. Essas tensfes nao mais
permitem que as faces transversais permanecam planas, conforme observamos na

figura 7-8.

Figura 7-8: Estado da viga biapoiada com carga constante segundo o tipo 2 de configuracao.

Quando analisamos a flecha da nova solucéo, esta se mostra bastante similar ao re-
sultado que se obtém utilizando a teoria da elasticidade. O que se conclui € que o que
se encontra na Teoria da Elasticidade € um caso particular do problema de viga bia-
poiada, em gque os apoios devem se comportar de maneira tal que se observa um
campo parabdlico de tensdes cisalhantes nas extremidades. O grafico 7-9 mostra os

valores obtidos.
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Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 2

Graéfico 7-9: Flecha observada na viga biapoiada sob carga constante do tipo 2.

Quando a analise se volta para a tensao horizontal encontrada no centro do vao, o
MEC passa a se comportar de uma maneira muito mais semelhante a Teoria da Elas-
ticidade do que a Resisténcia dos Materiais. Até mesmo a compressao adicional das
fibras é observada no campo de tensdes, apesar de ndo se ter imposto o campo es-
pecial de reacdes recomendado na literatura (TIMOSHENKO; GOODIER, 1970).
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Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 2

Gréfico 7-10: Campo de tensdes horizontais na secao transversal do centro da viga biapoiada

submetida a carga constante do tipo 2.

A partir do grafico 7-10, ndo se nota grande diferencas entre os trés métodos. Porém,
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caso as tensdes utilizadas fossem maiores, passaria a ser observado uma discrepan-

cia maior entre a Resisténcia dos Materiais e 0 s demais métodos.

7.3.3. Andlise da Condicéao Tipo 3

A condicado de tensdo nas extremidades ja aproximou a flecha obtida com o MEC mais
para a flecha postulada na teoria da elasticidade, porém ainda falta mais uma condi-
¢cao de tensao: a reacdes adicionais de compresséao da fibra nas extremidades. A fi-
gura 7-9 mostra poucas alteracdes nos deslocamentos. Mas é possivel observar que

houve um ligeiro encurvamento adicional da viga causado pela reacdo horizontal X.

Figura 7-9: Estado da viga biapoiada com carga constante segundo o tipo 3 de configuracao.

Quando se analisam as flechas obtidas com os trés métodos, nota-se que a flecha
gerada no MEC ficou ainda mais proxima da Teoria da Elasticidade. Isso mostra que
o que foi afirmado na literatura é verdadeiro, e o problema analisado passa a ser mais
parecido com o que foi resolvido na secdo 6.2.2. O gréafico 7-11 mostra os valores

obtidos com os trés métodos.
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Graéfico 7-11: Flecha observada na viga biapoiada sob carga constante do tipo 3.

Ja para o caso das tensdes, os valores encontrados com a Teoria da Elasticidade e
com o MEC agora se sobrepde. E interessante notar que apesar de se trabalhar com
uma viga nem um pouco esbelta, era esperado que a compressao adicional postulada
na Teoria da Elasticidade se mostraria com intensidade tal que ja ndo poder-se-ia

encontrar simetria das tensdes com relacéo a linha neutra.
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Gréfico 7-12: Campo de tensdes horizontais na secao transversal do centro da viga biapoiada
submetida a carga constante do tipo 3.

O gréfico 7-12 mostra que a relacdo entre altura e largura ainda é insuficiente a ponto

de se causar uma compressao muito acentuada na parte superior. Logo, caso fosse
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necessario, uma analise do comportamento da compressao da viga poderia ser feito
ao se aumentar a altura do elemento. Mas essa analise nao serd aqui feita, ficando a

mesma como uma proposta para trabalhos futuros.

7.4. Resultados para uma viga engastada com carregamento constante

O ato de impor um engaste para a Resisténcia dos Materiais ndo resulta em nenhuma
dificuldade para o problema de viga, € 0 mesmo pode ser resolvido completamente.
Porém, essa condicdo de contorno nao possui solugdo que satisfaca os campos de
deslocamento que ela exige para a Teoria da Elasticidade. Logo, & possivel impor
uma condicdo especial de contorno que, apesar de ser solugcédo exata, sera incapaz
de encontrar com elevada precisdo o comportamento dos deslocamentos observados

no problema em termos préaticos.

Apesar de ndo ser possivel encontrar uma solucao analitica para o problema consi-
derado utilizando a Teoria da Elasticidade, a viga engastada pode facilmente ser re-
solvida por qualguer método numérico, inclusive o MEC. Porém, a situacéo de engaste
determina que ndo haja deslocamentos em ambas as direcdes dos planos. Isso nao
€ necessario para se obter uma solucdo com o MEC. Ao se fixar um ponto em ambas
as direcdes e outro em uma direcao tal que restrinja a liberdade de rotac&o do sistema
ja permite que o problema seja resolvido pelo MEC e pela Teoria da Elasticidade in-

clusive.

q

sl L

Figura 7-10: Viga “engastada” submetida a carga uniformemente distribuida, imagem repetida por

conveniéncia.
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Observando a figura 6-9, repetida aqui por conveniéncia, nota-se que a viga foi fixada
em apenas dois pontos para que exista uma solucdo que satisfaca essas condi¢oes
de deslocamento. Porém, uma configuracdo especial de for¢a de superficie deve ser
imposta nessa fixagdo de maneira que a condi¢ao de tenséo cisalhante e de tensao
horizontal obtida nas equacdes 6-74 e 6-77 seja respectivamente satisfeitas. Definindo

essas reacdes como X e Y, sabe-se que:

q q (2 2
X=-7 L%y + 5] <§y3 - ECZY) Equagdo ( 7-3 )
L
Y = —Z—I(c2 -v?) Equacdo ( 7-4 )

Define-se como a configuracéo do tipo 1 a condicao ilustrada na figura 6-9 porém com
uma fixacao bidimensional em no ponto (0,0) e sem os esforcos X e Y. No caso do
tipo 2 esses esforcos ja sdo impostos. Para uma analise mais realista, impde-se a
restricdo do movimento horizontal de toda a face engastada, com apenas o ponto do
centro de area estando restrito na vertical. Essa sera a configuracéo do tipo 3. Finaliza-
se a analise para uma fixacao total da face em ambas as direcdes, situacdo que sera

intitulada como do tipo 4. Vide figura 7-11.

E importante ressaltar que da mesma forma que foi observado no problema apresen-
tado na secao 6.2, na Teoria da Elasticidade encontra-se uma tensao adicional decor-
rente da compressao das fibras. Esse valor é representado pela parte a direita da

equacao 6-77. Valer a pena ressaltar que a carga ¢ imposta possui valor unitario.
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Figura 7-11: Configuragbes adotadas na andlise de viga engastada sob carregamento uniforme-
mente distribuido.

7.4.1. Andlise da Condicéo Tipo 1

Quando é feita a analise da condicéo do tipo 1, observa-se que para as reacdes con-
seguirem equilibrar o momento gerado na face superior, elas deverédo atingir valores
extremos. Como se sabe pelas equacbes 2-1 e 2-2, essas concentracdes de tensao
nao desaparecem rapidamente, demandando certo nimero de elementos para que o

mal condicionamento desapareca, como € dito pelo principio de Saint-Vennan. Vale
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ressaltar que a distancia requerida para que as tensdes apresentem valores condi-

zentes com a teoria variam para cada caso.

O que se observa no campo de tensao horizontal da area engastada (mostrado no
gréfico 7-15) é uma grande compresséao no centro da viga (local da fixagao bidirecio-
nal) e uma grande tracao na extremidade superior (local com deslocamento horizontal
prescrito). Existe a imposicdo da forca de superficie vertical apenas no apoio central,
0 que significa que acima desse pontosera observado um deslocamento vertical para
baixo de todos os nés na face que supostamente estava engastada. A figura 7-12 faz
uma ilustracéo do fendmeno que esta acontecendo na viga. E necessario frisar que

ndo h& escala nessa ilustracdo. Seu objetivo é de apenas elucidar a solucao obtida.

Com valores tamanha concentracdo de tensdes nos apoios, os valores de flecha ob-
tidos na teoria sédo muito pequenos em relagcéo a solugdo com o MEC. No grafico 7-13
mostra-se apenas os valores tedricos pela Resisténcia dos Materiais e pela Teoria da
Elasticidade. Como a viga ndo é nada esbelta, existem grandes diferencas entre os
valores das teorias. Como se viu no caso da viga biapoiada, as fibras horizontais so-
frem uma compresséo adicional que empurram a estrutura como um todo para baixo.
Essa tensdo compressiva determina uma flecha mais baixa na Teoria da Elasticidade
do que na Resisténcia dos Materiais. O gréafico 7-13 mostra exatamente isso. Também
vale a pena ressaltar que a compressao causada nas fibras gera valores mais fortes
perto do engaste do que longe deles. Isso configura uma flecha em que a concavidade

€ Unica e onde se observa angulo nulo na parte engastada.

Figura 7-12: Estado da viga engastada com carga constante segundo o tipo 1 de configuragéo.
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Quando se coloca junto o valor obtido pelo MEC, fica apenas ébvio que ndo existe
nenhuma proximidade entre as curvas do método com as tedricas. O grafico 7-14
apenas ressalta a grande diferenca entre os valores. Se a Teoria da Elasticidade pre-
via uma flecha maxima de entorno de -3.54, o MEC indica uma flecha méxima de -20.

—@— Flecha pela —@— Flecha pela
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade

Grafico 7-13: Comparacao entre a Resisténcia dos Materiais e a Teoria da Elasticidade.
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Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 1

Gréfico 7-14: Flecha observada na viga engastada sob carga constante do tipo 1.

O que se foi obtido no gréafico 7-14 ndo é um erro de calculo gerado pelo computador,
Vvisto que 0 mesmo programa rodou os problemas mostrados na secdo 7.2 e 7.3, ob-
tendo com isso a resposta correta. O problema esta justamente na configuragdo em
gue o problema é calculado, onde o engaste causa um grande mal condicionamento
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para um viga nao esbelta.
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Graéfico 7-15: Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento constante tipo
1.

7.4.2. Andlise da Condicéao Tipo 2

Quando se prescreve as reacdes X e Y obtidas na Teoria da Elasticidade (em todos
0S nos que é possivel fazé-lo), as concentracdes de tensbes observadas nos apoios
diminuem fortemente de intensidade. Como pode ser visto na figura7-13, a viga ainda
sofre compressao nos nGs superiores ao centro e tracdo nos inferiores. Porém, a situ-

acao foi severamente atenuada.

Vale a pena ressaltar que os valores obtidos no grafico 7-13 sao validos em todas as
configuracdes de viga (do tipo 1 ao 4), visto que ndo se modifica nenhum parametro

em cada tipo, apenas as condi¢cdes de contorno.
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Figura 7-13: Estado da viga engastada com carga constante segundo o tipo 2 de configuragéo.

Como se pode observar através do grafico 7-16, ainda existe concentracées nos
apoios, reacdes essas causadas pelos momentos que precisam ser equilibrados a fim
de manter a viga estavel e evitar assim que ela gire. E importante lembrar que n&o foi
imposto na face engastada que ela estava com equilibrio de momentos ([ o, ydy = 0).
Infelizmente, um equilibrio de momentos na sec¢ao transversal livre ndo pode ser im-
posto pelo mesmo motivo que ndo se impds isso no centro do vao da viga estudada
na secao 7.3.Prescrever essa condicdo de contorno significa dizer que ndo ha mo-

mento na regido de engaste, uma condicao irreal.
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Gréfico 7-16: Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento constante tipo
2.

96



Portanto, nem a Teoria da Elasticidade e nem a Resisténcia dos Materiais predizem
com boa exatidao as tensdes observadas na regido dos engastes. Porém, como pode
ser notado no gréfico 7-17, a flecha gerada na viga ja se mostra muito mais préxima
do resultado esperado pela Teoria da Elasticidade. Um fator que provoca o fato é a
desconcentracdo de tensdo que foi causada pela prescricdo das tensdes esperadas

pela teoria na regido do engaste.

—@— Flecha pela —— Flecha pela Flecha pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 2

Grafico 7-17: Flecha observada na viga engastada sob carga constante do tipo 2.

Porém o valor maximo gerado pelo MEC ainda € muito maior que o previsto pela teo-

ria, chegando a ter quase o dobro do que se foi postulado na Teoria da Elasticidade.

7.4.3. Andlise da Condicéao Tipo 3

Nessa configuracao, a viga € restringida apenas no movimento horizontal da face en-
gastada. A ideia € determinar se com esse tipo peculiar de condicdo de contorno o
MEC é capaz de gerar uma solugdo em que a viga estard visivelmente engastada.
Porém, da mesma forma que foi observado anteriormente, 0s nds superiores sao com-
primidos enquanto os inferiores sao tracionados. Esse disturbio impede que a flecha

convirja para o valor teérico. A figura 7-11 ilustra a soluc&o obtida.E necessario frisar
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gue ndo ha escala nessa ilustracdo. Seu objetivo € de apenas elucidar a solugéo ob-
tida.

Figura 7-14: Estado da viga engastada com carga constante segundo o tipo 3 de configuracgéo.

Quando se observam as tensdes horizontais através do grafico 7-18, nota-se que elas
sdo simétricas em relacdo ao centro de area, porém a linha obtida ndo é tao retilinea
como as tedricas. Um dos motivos disso esta na concentracdo de tensao vertical cau-
sada no ponto central. Vale a pena ressaltar que os valores de tensédo obtidos em

ambas as dire¢cdes nao séo independentes. Muito pelo contrério, eles interagem.

2 /
)i o
1 /‘
0 e
.0 0,1 0,2 o,é/m/o,s 0,6 0,7 0,8 0,9 1

—@— Tensdo pela —&— Tensdo pela Tensdo pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 3

Gréfico 7-18: Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento constante tipo
3.

Quando se observa a curva da flecha gerada pelo MEC, nota-se que ha uma pequena
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regido de grande gradiente de deslocamentos na face engastada e a seguir os valores
permanecem sob decréscimo quase linear. O grafico 7-19 mostra esse fato. O que foi
postulado na equacao 4-15 pela Resisténcia dos Materiais era que 0 momento apenas

é o fator que causava o deslocamento vertical da viga.

—@— Flecha pela —— Flecha pela Flecha pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 3

Grafico 7-19: Flecha observada na viga engastada sob carga constante do tipo 3.

Na Teoria da Elasticidade, através da analise de casos, mostrou-se gue iSSo nao era
verdadeiro. Uma compressao também desloca a viga para baixo. O que foi visto no
grafico 7-19 apenas confirma isso. Existe uma grande compressao num Unico ponto

de engaste, e esse colabora com um deslocamento adicional da flecha para baixo.

7.4.4. Andlise da Condicéao Tipo 4

Como ultima analise a ser feita nesse problema, foi imposta a fixacdo de ambas as
direcdes em todos os pontos na extremidade engastada. Essa situacdo configura a
situacdo mais real de um engaste. Diferentemente do que foi observado nos casos
anteriores, agora todos os pontos foram presos também na direcéo vertical. O pro-
blema de ser tdo severo na imposi¢ao dessa condicdo é o fato de se impedir comple-

tamente, entre outros fatores, os deslocamentos que resultam do efeito de Poisson.
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Geralmente, a imposicao rigorosa de restricdes aos deslocamentos causa um gradi-
ente elevado de deformacdes e essas deformacdes causam tensdes igualmente in-

tensas. A figura 7-15 ilustra a solucéo obtida através de um croqui fora de escala.

Figura 7-15: Estado da viga engastada com carga constante segundo o tipo 4 de configuragéo.

Supde-se que os pontos que mais se deformam séo aqueles que estdo submetidos
aos maiores esforcos. Como isso ndo ocorre quando se restringe o movimento de tais
pontos, tensdes adicionais sdo manifestadas para manter o ponto na posi¢ao original.
O grafico 7-20 mostra que existem valores de tensdo maiores nas extremidades das
faces. Isso é causado pelo fato do ponto na extremidade superior sofrer a compressao
prescrita. A parte inferior sofre da mesma situacao para se equilibrar os momentos

gerados na face engastada.
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Graéfico 7-20: Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento constante tipo

4,
Porém, o que se observa no centro da viga € a auséncia de valores de concentracéo
de tenséo significativos. As linhas teoricas e a obtida pelo MEC estdo bem proximas
na regiao central. Logo, a flecha no centro apresenta um valor mais proximo da teoria,
porém sua curvatura ndo € similar a tedrica. O decréscimo observado € quase linear,
mas apresenta valor maximo de deslocamento vertical bem mais proximo da Teoria

da Elasticidade, conforme observado no grafico 7-21.
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Gréfico 7-21: Flecha observada na viga engastada sob carga constante do tipo 4.
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7.5. Avaliacao de resultados para uma viga engastada com carregamento

concentrado

Uma viga engastada com um carregamento concentrado parece ser um problema
simples, mas os estudos mais aprofundados dados pela Teoria da Elasticidade mos-

tram que ndo é simples estabelecer tal condicdo com precisdo analiticamente.

O engaste determina que numa face especificada ndo haja nenhum tipo de desloca-
mentos e, consequentemente, nenhum angulo de deflexdo. Em ambas as andlises
tedricas da Resisténcia dos Materiais e da Teoria da Elasticidade é prescrito a condi-
¢ao de deslocamento nulo e de angulo de inclinacdo nulo no ponto engastado que
esta na centroide da viga.

Vale notar que na Teoria da Elasticidade o problema simula com boa preciséo a flecha
da viga observada no centro da mesma, mas existe descolamento da face engastada,
conforme mostra figura 7-16. O motivo disto esta no fato de que ao se prescrever
fixacdo de toda a face gera-se uma condicdo que nao pode ser atendida analitica-
mente. Logo, opta-se por fixar apenas um ponto, a fim de gerar uma solu¢cdo mais

préxima da realidade.

|
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Figura 7-16: Efeito observado na viga segundo a Teoria da Elasticidade.

O carregamento que sera utilizado nessa avaliagdo sera concentrado em relacéo a
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largura da viga. Como n&o é possivel prescrever uma carga concentrada, a ndo ser
gue se use alguma funcédo como o Delta de Dirac, para o uso do MEC o carregamento
sera prescrito segundo a distribuicdo parabdlica utilizada na Teoria da Elasticidade.

Serao feitas 4 configuragdes para serem analisadas, todas com um padrao similar ao
qgue foi mostrado na subsecédo anterior, porém agora as reacfes X e Y serdo dadas

por:

PL
X = —Ty Equacao ( 7-5 )

P
Y = —ﬂ(c2 -v?) Equacdo ( 7-6 )

Define-se a configuracdo como tipo 1 aquela que € fixa nas duas direcbes para um
ponto no centro da secéo transversal e apenas na horizontal para a um ponto locali-
zado na extremidade superior, sem as reacdes X e Y. No caso do tipo 2 estes esfor-
¢os, dados pelas equacdes 7-5 e 7-6 ja sado impostos. Para uma analise mais realista,
impde-se a restricdo do movimento horizontal de toda a face engastada, com apenas
0 ponto do centro de area estando restrito na vertical. Essa sera a configuracdo do
tipo 3. Finaliza-se a andlise para uma fixacdo total da face em ambas as dire¢des,
situacao que sera intitulada como do tipo 4. Tais condicdes sdo mostradas na figura
7-17.
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Figura 7-17: Configurac6es adotadas na analise de viga engastada sob carregamento concentrado
distribuido.

7.5.1. Andlise da Condicéo Tipo 1

Quando se avalia a condi¢do biapoiada numa face apenas, nota-se que os valores
observados ficam semelhantes ao obtidos na secdo 7.4.1, porém com maior intensi-
dade, devido ao fato de uma carga na extremidade causar rea¢des mais intensas nos
apoios que no caso de um carregamento uniforme. A figura 7-18 mostra um ilustracéo
fora de escala que busca elucidar a solucdo encontrada. Nota-se que a compactacéo
e o tracionamento da viga foram mais intensos nesse caso do que no observado na

secao 7.4.
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Figura 7-18: Estado da viga engastada com carga concentrada segundo o tipo 1 de configuracao.

As reacdes dos apoios sdo feitas em regides muito pequenas, o que configura uma
grande concentracdo de tensdes. Conforme pode ser observado no grafico 7-22, os
pontos ficaram altamente carregados e busca gerar 0 momento que reage a carrega-
mento imposto. E importante ressaltar que ambas as teorias determinam os mesmos
valores para flecha no centro da viga e de tensdes horizontais para desgaste. Por-

tanto, suas linhas se sobrepde.
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Gréfico 7-22: Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento concentrado

tipo 1.
Essa grande concentracao de tensdes ira influir na flecha gerada pelo MEC, sendo
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observado uma superestimacao do valor de deslocamento vertical maximo, conforme
o gréafico 7-23. Apesar de ndo estar claro nesse grafico, nos graficos subsequentes
pode ser observado que a flecha maxima tedrica € de -3, e para essa configuracao se

encontra um valor de -37.
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Grafico 7-23: Flecha observada na viga engastada sob carga concentrada do tipo 1.

Como foi observado na se¢édo 7.4.1, uma grande concentracdo de tensdo nos apoios
acabam deslocamento a flecha de uma maneira exagerada. De maneira analoga ao
gue se observa com esponja quadrada sendo esticada com a ponta dos dedos, a viga

sofre grandes deformacdes nos pontos de concentragao de tensao.

7.5.2. Anélise da Condicéao Tipo 2

No momento em que se prescrevem as tensdes observadas na Teoria da Elasticidade
para a face engastada, as grandes concentracfes nos apoios deixam de existir, con-
forme foi visto na secdo acima. Mas, diferentemente do que se obteve na secéo 7.4.2,
essas tensdes representam o problema com mais fidelidade, ndo causando tensdes

adicionais nos pontos dos apoios.

A justificativa esta na regido em que se prescreveu a carga. Essa carga, diferente-

mente do que se fez na secao 7.4, esta a uma distancia consideravel dos apoios. Pelo
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principio de Saint-Venan, a teoria se mostra muito precisa em sua avaliacdo. Apesar
disso, como pode ser visto na figura 7-19, a viga ainda fica com uma aparéncia que

nao configura um engaste, mas sim uma face biapoiada.

Figura 7-19: Estado da viga engastada com carga concentrada segundo o tipo 2 de configuracao.

Conforme dito anteriormente, as tensdes prescritas simulam a situagcdo com precisao
razoavel, configurado o grafico 7-24. Nele é possivel observar que os resultados do
MEC e os estimado através da teoria sdo muito proximos, divergindo apenas nos

apoios, em que houve uma pequena inconsisténcia.
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Gréfico 7-24:Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento concentrado tipo
2.
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Pelo fato de ndo haver grandes tensdes concentradas nos apoios, a flecha gerada no
MEC fica muito préxima da postulada na teoria. Ela ndo chega a se sobrepor, pelo
gréfico 7-24 ainda observa-se alguma concentracdo de tensdes, apesar de pequena
intensidade. O grafico7-25mostra as trés flechas, pela Resistencia dos Materiais, pela
Teoria da Elasticidade e pelo MEC.
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Grafico 7-25: Flecha observada na viga engastada sob carga concentrada do tipo 2.

7.5.3. Anélise da Condicéo Tipo 3

Para essa configuracéo, apenas o ponto central é fixo na direcao vertical. Para a dire-
cao horizontal, se prescreve em toda face o deslocamento horizontal nulo. Nessa con-
dicdo, é possivel observar que ha compressao na parte superior da viga e tracdo na
parte inferior, da mesma forma que foi observado na secéo 7.4.3. A figura 7-20 mostra
um esbhoco da solucéo obtida com o MEC. Note que os deslocamentos nos nos da

extremidade fixa estdo concentrados na parte superior € mais espalhados na inferior.
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Figura 7-20: Estado da viga engastada com carga concentrada segundo o tipo 3 de configuracao.

Nas tensbes observada para a regido engastada, nota-se um padrao similar ao que
se obteve na sec¢ao 7.4.3. E, adicionalmente, esse carregamento configura o que esta
ilustrado na figura 7-16. O que se observa é as tensdes aqui causadas estao vincula-
das as deformacdes que garantem a auséncia de deslocamentos. Entao, conclui-se
gue os deslocamento que se observaria ao fixar apenas um ponto, conforme feito na
Teoria da Elasticidade, podem ser traduzidos qualitativamente as tensdes observadas

no grafico 7-26.
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Gréfico 7-26: Campo de tensdes horizontais no engaste da viga sob carregamento concentrado

tipo 3.
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Note, que ainda ha concentracdo das cargas verticais em um Unico ponto de apoio. E
isso configura em resultados mais intensos na flecha gerada no MEC, fazendo com
gue os valores obtidos sejam inferiores aos observados na secao 7.5.2. A partir do
gréfico 7-27, nota-se que o deslocamento vertical maximo no MEC é préximo a -8,
enquanto a teoria prega um valor de -3.5.

—@— Flecha pela —a&— Flecha pela Flecha pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 3

Grafico 7-27: Flecha observada na viga engastada sob carga concentrada do tipo 3.

7.5.4. Anélise da Condicéao Tipo 4

Como ultimo tipo de configuragéo, a viga € submetida a um engaste total na face de
apoio. Da mesma forma que foi observado na secéo 7.4.4, a fixacdo dos deslocamen-
tos verticais determinam uma tensao adicional pelo fato de estar-se restringindo o
movimento do elemento carregado. A figura A-6 esboca a solucdo obtida pelo MEC.

Nota-se que ela ndo estd em escala, seu objetivo é apenas de elucidacéao.
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Figura 7-21: Estado da viga engastada com carga concentrada segundo o tipo 4 de configuracao.

Para as tesfes da regido engastada, observa-se uma concentracdo de tensdes nas
extremidades advindo da restricdo adicional que causa tensdes residuais que se acu-
mulam até alcancar a superficie. O gréafico 7-28 mostra de a solucdo obtida pelo MEC

e a estimada pela Teoria da Elasticidade e Resistencia dos Materiais.

Quando se analisa a flecha, os valores sao similares ao do caso anterior, porém a
auséncia de concentracdo de tensao vertical permite que se observe curvatura de
flecha obtida pelo MEC similar ao que se obtém através da teoria. Porém, o valor
maximo encontrado difere muito do que se foi estimado teoricamente. No grafico 7-29

se insere essas flechas.

15
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-10
-15

—®— Tensdo pela —&— Tensdo pela Tensdo pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 4

Gréfico 7-28:Campo de tensbes horizontais no engaste da viga sob carregamento concentrado

tipo 4.
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—@— Flecha pela —&— Flecha pela —>¢— Flecha pelo
Resisténcia dos Materiais Teoria da Elasticidade MEC Tipo 4

Graéfico 7-29: Flecha observada na viga engastada sob carga concentrada do tipo 4.
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Capitulo 8- Concluséo

Os métodos numéricos sado hoje utilizados por uma grande quantidade de profissio-
nais, ndo apenas de engenharia, mas também de varias outras areas do conheci-
mento. Varios programas computacionais estao presentes nas empresas de projeto e
industrias de transformacgéo, com potencialidades que realizam uma ampla faixa de
funcbes e objetivos produtivos, incluindo o dimensionamento no projeto e a analise
das variaveis de processo. Até a midia hoje difunde informacgéo sobre as modernas
simulacdes e 0s programas de uma maneira que soa como que 0s métodos numeéricos

e computacionais sdo a panacéia dos problemas ainda néao resolvidos.

Os métodos numeéricos sdo ferramentas, da mesma forma que séo a Teoria da Elas-
ticidade e a Resisténcia dos Materiais. Por isso, a correta utilizagdo e o pleno dominio
do conhecimento por tras desse ferramental é fundamental para se resolver os desa-

fios existentes da maneira correta, sem cometer deslizes.

Uma aplicacdo de condi¢bes de contorno incorreta numa peca ira fazer com que o
programa gere uma solucéo duvidosa que qualitativamente parece correta. Por isso,
0 engenheiro deve dominar o que esta fazendo a fim de garantir a correta avaliacao
dos resultados obtidos, certificando-se que néo existe discrepancias numericas e fisi-

cas.

As vigas séo elementos muito aplicados em varios sistemas mecanicos. Certificar-se
de que as normas sao obedecidas e que nao existem grandes flechas sédo responsa-
bilidades que o profissional deve ter na hora de dimensionar corretamente o equipa-
mento. E mesmo que hoje existam os modernos programas de analise numeérica, nao

se deve negligenciar o uso da teoria e das normas envolvidas no processo.

As normas, além de levarem em conta efeitos de processo produtivo e de fabricacéo,
possuem respaldo legal que protege o engenheiro de falhas de projeto decorridas
apos o equipamento estar operando. Os métodos numéricos permitem analises mais
minuciosas, como, por exemplo, avaliar os pontos criticos que precisam de algum re-

forco.

Nesse trabalho, vérias situa¢des de carregamento comuns de serem vistos na enge-
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nharia foram analisados utilizando diversos métodos (Resisténcia dos Materiais, Teo-
ria da Elasticidade e Método dos Elementos de Contorno), mudando as condi¢cfes de

contorno e observando os resultados.

Percebeu-se que as solu¢bes analiticas, sobretudo aquelas resultantes da Resistén-
cia dos Materiais, oferecem solugdes para os campos de deslocamento na maior parte
dos problemas estudados, em amplitude inferior ao observado pelas simulagdes com-
putacionais. De outro modo, uma vez que a teoria de vigas da Resisténcia dos Mate-
riais € unidimensional, ela se torna impotente para prever variagcdes na imposicao das
condicdes de contorno, que nos casos praticos — rigorosamente tridimensionais e que
podem ser simplificados satisfatoriamente como bidimensionais — podem variar bas-
tante em funcéo da arquitetura da estrutura ou do modo com que se facam as cone-

x0es entre as diversas vigas de sustentacao.

Nota-se, portanto, que existe grande importancia na correta avaliacdo das condicdes
nas quais a viga esta submetida. Se, por exemplo, uma viga é soldada apenas nas
extremidades superior e inferior ao invés de toda a face, a flecha e as tensdes obser-
vadas mudam drasticamente do que foi previsto com uma viga engasta submetida ao

mesmo carregamento.

Quanto ao campo de tensdes, foram observados resultados muito proximos entre 0s
modelos simplificados da Resisténcia dos Materiais, dos modelos mais rigorosos da
Teoria da Elasticidade e dos modelos mais flexiveis do método numérico discreto que

€ o0 Método dos Elementos de Contorno.

Saber avaliar a situacao presente e saber utilizar as ferramentas disponiveis sdo coi-
sas que 0s engenheiros devem possuir para resolver os desafios presentes no dia a
dia.

N&o se devem descartar as solucdes obtidas pelos métodos tedricos e substitui-los
totalmente pelos métodos numéricos, pois muitas vezes uma estimativa rapida pode
ser suficiente numa andlise preliminar ou para se ter uma idéia simplificada sobre o
comportamento da estrutura, em curto intervalo de tempo. Entretanto, embora sejam
técnicas versateis e que permitem obter uma solucéo rapida, as solucdes simplifica-
das da Resisténcia dos Materiais devem ser avaliadas criteriosamente com outras

ferramentas a fim de que eles apresentem resultados confidveis que irdo otimizar as
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situacdes nas quais estdo sendo aplicados.
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Apéndices

Apéndice A Solugbes Numéricas do MEC Versus Solucbes

Analiticas

Neste apéndice sdo apresentadas as solu¢des numéricas obtidas com o MEC usando
elementos lineares em problemas simples da elasticidade linear bidimensi-onal, parti-
cularmente resolvendo problemas de vigas que possuem soluc¢des anali-ticas. Foram
testadas diversas malhas: com 8, 16, 32, 40 e 80 elementos de contorno lineares. Os
pontos internos foram posicionados exatamente na linha média das vigas. NOs duplos

foram utilizados nos cantos de todas as malhas.

Trés exemplos sdo apresentados para demonstrar o desempenho do MEC e o efeito
do refinamento da malha. O ultimo exemplo, no qual uma carga distribuida horizon-
talmente possui distribuicdo senoidal, néo foi utilizado nos testes apresentados no de-
correr do trabalho, mas ilustra a potencialidade do método na simulacdo de pro-ble-

mas elasticos mais complexos.

Na avaliacdo de desempenho, foi calculado o erro médio percentual entre o valor ana-
litico e o valor numérico de deslocamento vertical para todos os pontos nodais.. A
expressao de erro percentual considerou o maior valor da flecha analitica no de-no-
minador, para eliminar distorcées provenientes de valores proximos de zero em alguns
pontos. Os valores dos nos duplos foram computados no célculo do erro, pois néao

foram prescritos valores de deslocamento nas arestas examinadas.

Poder-se-a perceber pelos graficos que se seguem, nos quais mostra-se grande con-
cordancia entre os resultados analiticos e numéricos, que o MEC possui capa-cidade
para simular com precisdo problemas elasticos, sendo capaz de simular com efetivi-
dade casos com condi¢cbes de contorno e carregamentos mais complexos, para 0s

guais ndo héa solucéo analitica de referéncia.
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Viga sob flexao pura
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Figura A-1: Erro percentual no célculo do deslocamento vertical uy (flecha) para valores de v=0 par

a viga sob flexao pura, incluindo os nés do canto.

Poisson=0.5

13

16 -
o 1 —— Contorno
2 14 “
g 12
[~ \ =il Interno Recursivo
2 10 \
S s
= 6 \ —&— Contorno Recursivo
= ]
2 2
frr

2

U_ T T T

0 20 40 G0 80 100

Numero de elementos

Figura A-2:Erro percentual no calculo do deslocamento vertical uy (flecha) para valores de v=0,5 par

a viga sob flexao pura, incluindo os nés do canto.
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Viga sob acao de carga constante
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Figura A-3:Curvas de erro percentual no célculo do deslocamento vertical uy (flecha) para valores d
v=0, para o problema da viga sob carga constante.
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Figura A-4:Curvas de erro percentual no céalculo do deslocamento vertical uy (flecha) para valores d
v=0,5, para o problema da viga sob carga constante.
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Viga sob agéo de carga senoidal
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Figura A-5:Curvas de erro percentual no célculo do deslocamento vertical uy (flecha) para valores d

v=0, para o problema da viga sob carga senoidal.
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Figura A-6:Curvas de erro percentual no célculo do deslocamento vertical uy (flecha) para valores d

v=0,5, para o problema da viga sob carga senoidal.
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