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Résumé

La méthode des plans d’expériences est une méthode récente utilisée pour optimiser des
essais expérimentaux afin d’établir et d’analyser les liens existants entre la variable d'intérét et

différents parametres, sources de variation et sur lesquels I'expérimentateur peut agir.

Cette méthode est basée sur des relations mathématiques pour déterminer des plans
d’expériences optimaux. Dans le cadre de cette étude, nous nous concentrerons sur la technique de
screening qui est une détermination qualitative des facteurs influents d'un probléme. Selon le type
de probléeme considéré, différents plans d’expériences peuvent étre utilisés, certains sont moins

couteux en essais mais sont utilisés sous certaines conditions.

La méthode des plans d’expériences est tres bien adaptée a des problémes de simulations
numeériques, aussi nous appliquerons cette méthode a trois types de configurations afin d'optimiser

des échangeurs de chaleur.

Mots clefs

e Meéthode des plans d’expériences
e Technique du screening
e Simulations numériques

e Optimisation d’échangeur de chaleur






Abstract

The Experimental Design Method is a recent method used to optimize experimental tests to
establish and analyse the links between the variable of interest and different parameters supposed

to be variation sources and on which the experimenter can act.

This method is based on mathematics relations to determine optimal design of experiments.
In this study, we will focus on the screening analysis which is a qualitative determination of the
influent factors of a problem. Depending on the kind of problem considered, different experimental

design can be use, some need less tests but can be done in particulars conditions.

The Experimental Design Method is very well adapted to numerical simulations and we will

use this method in three different kinds of configurations in order to optimiser heat exchangers.

Keywords

e Experimental Design Method
e Screening Analysis
e Numerical simulations

e Optimisation of heat exchanger






Introduction

Les plans d’expériences s’inscrivent dans un nouveau domaine d’étude qui est celui de
I’organisation optimale des essais. En effet suite aux récentes avancées scientifiques, les
phénomeénes étudiés deviennent de plus en plus complexes. L'objectif des plans d’expériences est
d’apporter une méthodologie rigoureuse a I'expérimentateur afin d’optimiser I'organisation des

essais expérimentaux et la démarche de résolution d’un probléme.

Les plans d’expériences peuvent étre utilisés dans de trées nombreux domaines et
s’appliguent notamment au cas des simulations numériques. Ces expériences virtuelles sont
fréquemment utilisées dans le but de réduire les couts financiers et temporels d’'une étude. La
méthode des plans d’expériences permet de connaitre I'évolution des variables caractéristiques du

probléme, leurs interactions et leurs influences sur les grandeurs étudiées.

Nous allons dans un premier temps effectuer une étude bibliographique sur la méthode des
plans d’expériences afin de présenter la théorie des principaux plans d’expériences, puis en seconde
partie, cette théorie sera appliquée a différents problemes physiques d’optimisation d’échangeurs de

chaleur. Trois types de configuration seront ainsi étudiés.
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Partie 1 : Etude bibliographique : les plans d’expériences pour simulations
numériques

La méthode des plans d’expériences est trés utilisée afin de résoudre des problémes complexes
ou un grand nombre de variable intervient. Ces phénomeénes sont modélisés mathématiquement et
les plans d’expériences permettent de mettre un place une méthodologie rigoureuse afin d’optimiser
la démarche de résolution. Les plans d'expériences permettent d'organiser au mieux les essais qui
accompagnent une recherche scientifique ou des études industrielles dans le but d’obtenir le

maximum de renseignements avec le minimum d'expériences.

I. Notions élémentaires

Afin de comprendre les différentes techniques des plans d’expériences, nous devons

préalablement définir les notions de bases et tout d’abord les terminologies utilisées.

1. Réponse et facteurs

Les techniques des plans d’expériences sont la mise en équations mathématique de problemes
physiques. Pour cela on définit une réponse au probleme posé, notée généralement. Il s’agit de la
variable étudiée ou variable de sortie. Dans le cas des plans d’expériences appliqués a la simulation

numeérique, la réponse y sera la réponse de la simulation effectuée.

Les facteurs sont définis comme étant les parametres influant sur la réponse. Il s’agit de
variables sur lesquelles I'expérimentateur peut agir. La méthode des plans d’expériences permet de
mesurer I'influence de chaque facteur sur la réponse. Ces facteurs, généralement notés x, peuvent
étre trés nombreux pour une seule expérience et de différentes natures. Les facteurs continus
adoptent toutes les valeurs numériques dans un intervalle [Xmin Xmax), l€s facteurs de type dimension
géomeétrique sont continus. Les facteurs discrets prennent leurs valeurs dans un ensemble fini, les

formes géométriques (carré, rond, triangle) sont des facteurs discrets.

Les facteurs continus sont déterminés par leur valeur maximum et minimum. La borne
inférieure correspond a la limite basse des valeurs que le facteur peut prendre et la borne supérieure
correspond a la limite haute des valeurs que le facteur peut prendre. On change I'unité de mesure et
on déplace 'origine des mesure en attribuant la valeur -1 a la borne inférieure, aussi appelée niveau
bas, et la valeur +1 a la borne supérieure, aussi appelée niveau haut. On définit ainsi des variables

11



. L A—A
centrées réduites par la formule X = =0

pas avec A valeur de la variable d’origine et Ay valeur

centrale. Le passage aux facteurs centrés réduits permet de représenter un plan d’expérience sur un

domaine graphique.

Domaine du facteur
Miveau bas__ / _Niveau haut

e | J.- |""'--

[ [
-1 +1 Facteur

Figure 1 : Domaine de variation d'un facteur

Avec les termes définis précédemment, on peut modéliser tout probléme physique par une
relation mathématique de la forme y = f(x;) avec y réponse au probléme, xi facteurs du

probléeme et f fonction mathématique reliant le mieux les facteurs a la réponse.

2. Domaine d’étude et surface de réponse

Le domaine d’étude est la représentation graphique de |'espace des expériences réalisables. En
effet chaque facteur est définit suivant son domaine de variation comme présenté précédemment.
Le domaine d’étude regroupe alors plusieurs axes, représentant chacun un facteur. Un point
expérimental correspond a un point dans le domaine d’étude, il s’agit d’'une position particuliere

pour chaque facteur.

Facteur 2 4

+1yp-—----—-

+1  Facteur 1

Figure 2 : Domaine d'étude a 2 facteurs

A chaque point du domaine d’étude correspond une réponse obtenue par I'expérimentation. Les

surfaces de réponse sont une dimension supplémentaire permettant de représenter la réponse. En
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général, on obtient une réponse pour certains points du domaine expérimental, on interpole ensuite

les réponses connues pour obtenir la surface de réponse.

Réponse

-1 +1 Factaur 1

Figure 3 : Domaine expérimental et surface de réponse

3. Modélisation mathématique

Afin de relier la réponse de l|'expérimentation aux facteurs, on utilise une modélisation
mathématique de type polynomiale. Il existe plusieurs autres modeles, cependant le modele
polynomial présente |'avantage de pouvoir étre résolu grace a l'algébre matricielle. Les modeles

polynomiaux sont des outils d’approximation de la fonction réponse sur le domaine d’étude.
La relation mathématique polynomiale s’écrit sous la forme :
y=ag+2Zapx; +2a;xix; + Tagx? + -

Les coefficients a; du modéle sont inconnus et doivent étre calculés a partir des résultats des
expériences. De plus certains ajustements doivent étre faits sur ce modéle. Dans le cas de plans
d’expériences appliqués a des problemes de simulations numériques, il n’existe pas d’erreur de
mesure. La seule correction a effectuer est due a I'écart existant entre I'expression du modele
mathématique et le modele qui régit le phénomene étudié. Cet écart est le manque d’ajustement, il

est modélisé par un résidu noté e. Aussi I'expression polynomiale devient :
y=ag+2Xapx; +Xa;xx; + Tagx?+-+e

Lorsque le nombre de facteurs est élevé, I'expression peut étre trés complexe et le nombre
de coefficients a; excessif. Dans ce cas, les mondmes dépassant un certain degré x peuvent étre
ignorés. On parle alors de modeéle de degré x ou modele d’ordre x. Par exemple, le modele d’ordre 2

a 1 facteur s’écrit :
13



y=ay+a,x; +axs+e

Cette expression polynomiale s’écrit également sous forme matricielle : y = Xa + e
y : vecteur des réponses
X : matrice de calcul
a : vecteur des coefficients

e : vecteur des résidus
i//:] =a,+ [¥1 Xx2] [Z:] + [z:]

Cette équation est résolue en calculant grace a des logiciels de calcul, les coefficients modélisés
et définits par y,,04 = Xa. En se basant sur le critére d’optimisation des moindres carrés, on obtient
les estimations les plus probables par 4 = ( ‘X X)' ‘X y ou ‘X est la transposée de la matrice X. Le
vecteur des résidus se défini donc par e =y — y,,04 - Dans le cas de plans factoriels, le plan est
toujours saturé c'est-a-dire qu’il y égalité entre le nombre d’expériences N (nhombre de lignes de la
matrice d’expériences) et le nombre de coefficients a du polynéme modélisateur (nombre de
colonnes de la matrice d’expériences). Les matrices X sont alors dites d’'Hadamard. Ces matrices ont

les propriétés spécifiques suivantes:

e ses éléments sont soit + 1 soit - 1
e ces matrices sont carrés et ont un nombre de lignes (ou colonnes) égal a 2 ou multiple de 4
e ces matrices sont orthogonales, c'est-a-dire que le produit scalaire de deux lignes (ou deux

colonnes) est égal a zéro

4. Erreurs expérimentales des simulations numériques

On distingue deux types d’expériences, les expériences réelles et les simulations numériques.
Dans le cas de simulations numériques, il n’existe pas d’erreur de mesure aussi les expériences
virtuelles ne sont soumises qu’aux erreurs expérimentales. En effet il existe des sources de
variabilité lorsqu’on effectue une simulation numérique. On peut citer : les simplifications adoptées
dans la modélisation du phénomeéne étudié, le type de méthode de résolution utilisée (méthode par
éléments finis..), les caractéristiques du maillage (type de maillage, raffinement...) et la précision des
données numériques. Ainsi réaliser deux fois la méme simulation numérique aboutira a un méme
résultat, cependant deux simulations numériques réalisées avec différents moyens n’aboutiront pas

au méme résultat.
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II. Technique du screening

La technique du screening est utilisée dans la méthode des plans d’expérience afin de faire
une sélection, un criblage (traduction francais du mot screening) des facteurs les plus influant sur
une réponse considérée. Les facteurs considérés sont qualitatifs. Chaque modification de facteur a
une influence sur la valeur de la réponse cependant cette influence est plus ou moins importante.
Afin de quantifier cette importance, on fait varier les facteurs considérés puis on effectue une

analyse afin de déterminer si un facteur est jugé influant ou non.

Pour tester I'influence d’un facteur, on fait varier le facteur entre sa borne inférieure et sa
borne supérieure et on reléve les deux valeurs correspondant a la réponse, cela correspond a 2
expériences. Lorsqu’il existe plusieurs facteurs, on répéte I'opération ce qui correspond a 2k
expériences, avec k le nombre de facteurs a étudier. Ce processus correspond au plan factoriel

complet.

1. Plans factoriels complets a deux niveaux

Les plans factoriels complets sont les plans les plus simples a mettre en place et prennent en
compte tous les facteurs et toutes les interactions existant entre les facteurs. Cependant
I'inconvénient majeur de ces plans est qu’ils demandent un nombre d’expériences 2¥ important. Il

existe d’autres plans moins couteux en expériences décrits ultérieurement.

Les plans factoriels complets a deux niveaux peuvent étre utilisés avec des variables discrétes ou
continues prenant deux niveaux. Toutes les combinaisons de niveaux sont effectuées. Afin de

comprendre la méthodologie de ces plans, nous présentons un exemple.
e Exemple : plan factoriel complet a 2 niveaux a 2 facteurs

La vitesse de propagation des ultrasons dans un fluide dépend de la température et de la
nature du fluide. L’étude consiste a étudier I'influence de la température et de la concentration en
éthanol d’'un mélange eau-alcool sur la vitesse de propagation. On effectue pour cela un plan
factoriel complet a 2 facteurs ayant 2 niveaux, noté 22.

Le modéle mathématique polynomial postulé est un modele d’ordre 1 par rapport a chaque

facteur:

Yy =ag+ax; + azxy; + apx1x;

15



Avec vy :réponse
x; : niveau du facteur i
ay : valeur de la réponse au centre du domaine
a; : effet du facteuri

aq, : interaction entre les facteur 1 et 2

Le domaine d’étude est un carré dont les sommets A, B, C et D sont les meilleurs emplacements.

Température
C: . D
30°C 41} @ o
10°C -1 }------ @ ®-
A "B
-1 +1 Concentration
40 % 80 %

Figure 4 : Meilleurs emplacements des points expérimentaux

Dans cette étude la température varie entre 10°C et 30°C, et la concentration entre 40% et
80%. Ces niveaux définissent les bornes inférieures et supérieures de chaque facteur. Les expériences
sont effectuées pour ces niveaux. La représentation graphique présentée ci-dessus est pratique
lorsqu’on s’intéresse aux effets de 2 facteurs, pour un nombre de facteurs plus important on utilise

une représentation sous forme de tableau. Ce tableau est appelé matrice d’expérience.

Concentration Température
Niveau bas 40% 10°C
Niveau haut 80% 30°C

Tableau 1 : Tableau des facteurs

Numéro de I'essai Concentration Température
1- PointA 40% 10°C
2- Point B 80% 10°C
3- PointC 40% 30°C
4- PointD 80% 30°C

Tableau 2 : Matrice d’expériences en unités courantes
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Numéro de I'essai

Concentration

Température

1-

2-

Point A

Point B

Point C

Point D

=1l

+1

=1l

+1

=il

-1

+1

+1

Tableau 3 : Matrice d’expériences en unités centrées réduites

La représentation utilisant les unités centrées réduites est le plus généralement utilisée.
D’apres ce tableau, on effectue toutes les expériences et on note les réponses obtenues dans chaque
cas. La colonne interaction est déduite des colonnes concentration et température par multiplication

de lI'une avec l'autre, ici il s’agit d’appliquer la régle des signes.

Numéro de I’'essai Moyenne Concentration Température Interaction Réponse
5- Point A +1 -1 -1 +1 Y1=1180
6- Point B +1 +1 -1 -1 Y2 = 1450
7- PointC +1 -1 +1 -1 Y3 =1240
8- PointD +1 +1 +1 +1 Y4 = 1530

Tableau 4 : Matrice de calcul

A partir des résultats obtenus, il est possible de calculer les coefficients du modele
polynomial. Dans le cas d’'un plan complet a 2 niveaux, la matrice de calcul X est une matrice
d’Hadamard qui a posséde la propriété suivante : ‘XX = nl avec n, le nombre d’expériences et | |a

matrice Identité. En utilisant cette propriété on obtient les valeurs des coefficients par: a =

(mD)™ ! tXy = % Xy, soit en developpant :

1 a, = 1350
a0=1(+3’1+3’2 +y3+ya) 0
ao +1 -1 -1 +1\ /% 1 a, = 140
a,==(=y;+y, —ys +
aq =1 +1 +1 -1 -1 V2 1 4( ViTY2—Y3 Y4)
a; | 4\ +1 -1 +1 -1 ]|y 1 e
as +1 +1 +1 +1/ \0a az=z(—y1—yz+y3+y4) 2
L a,, =5
a12=1(+3’1—}’2—3’3 + Va) 12
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Dans le cas de plans factoriels, il y a toujours égalité entre le nombre d’expériences n et le
nombre de coefficients a, ces plans sont dits saturés. D’aprés les équations établies précédemment,
on remarque que le terme a; représente la moyenne des réponses obtenues pour chaque
expérience, il s’agit de la valeur calculée au centre du domaine d’étude. Les termes a,et a, sont les

effets principaux et le terme a,, l'interaction entre I'effet 1 et I'effet 2.

Ces résulats peuvent se généraliser & tout plan factoriel complet de type 2¥ ou il faut donc
calculer :
o k effets principaux
e 2K.k-1interactions
e 1 moyenne

On trace les graphques suivant afin de visualiser les effets des deux facteurs étudiés sur la réponse.

Vitesse (m/s) & Vitassa (m/s) |
1490
1385
1380 [ 1380 f------1
1315 :
1210 | :
400 o+ 10 o+
40 %o B0 % 10=C 30 =C
Concentration en éthanol (facteur 1) Temperature (facteur 2

Figure 5 : Effet de la concentration et de la température sur la vitesse de propagation

On constate que I'effet de la concentration est de 140 m/s pour une variation de 20%, soit 7m/s

pour 1%. De méme I'effet de la température est de 35 m/s pour 10°C, soir 3,5 m/s pour 1°C.

Les plans factoriels complets sont donc un bon outil pour déterminer les différentes relations
existantes entre tous les facteurs d’une étude, cependant lorsque le nombre de facteurs devient
important, ces plans demandent rapidement un trés grand nombre d’essais. Afin de diminuer le
nombre d’essais mais en conservant I'étude de tous les facteurs, on a introduit les plans factoriels

fractionnaires a deux niveaux.
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2. Plans factoriels fractionnaires 3 deux niveau 2¥~4

Dans un plan factoriel fractionnaire, on réduit le nombre d’essais en maintenant le méme
nombre de facteurs que l'on aurait pour un plan complet. Aussi, a la fin d'un plan factoriel
fractionnaire, nous avons un systeme de n équations a p inconnues, avec p supérieur a n. Un plan

2*"9 permet d’étudier k facteurs prenant chacun 2 niveaux. Le plan complet a été divisé par 2°.

Considérons un plan pour étudier k facteurs. Le modele postule que la réponse soit un polynéme
contenant p = 2" coefficients : une moyenne, les effets principaux et les interactions. Nous appelons

ce modele le modele 1.
y(n,1) =X(n,p) a(p,1) (modéle 1)

Nous ne pouvons pas résoudre un tel systeme. Comme il n'est pas possible d'augmenter le
nombre d'équations, nous réduisons le nombre d’inconnues. Pour cela on regroupe les inconnues et
on résout le systéme pour seulement un de ces groupes. On appelle ces groupes des contrastes et il
est dit que les inconnues sont aliasées dans ces contrastes. Nous adoptons donc un modele différent,
le modele de substitution que nous appelons le modéle 2 contenant seulement les inconnues. Les

contrastes sont notés (. Le systéme s’écrit:
y(n,1) =X;n,n)l (n,1) (modele 2)

La matrice X; dépend de I'emplacement des points expérimentaux dans le plan et du modeéle
2. Pour interpréter les résultats, il faut trouver la relation entre les contrastes du modele 2 et les
coefficients du modeéle 1. Cette relation dépend de la matrice X, (n, n) et la matrice X (n, p). C'est

pourquoi on doit décomposer la matrice X en deux sous-réseaux, X; (n, n) et Xs (n, p - n):
X=|Xs Xgl

Cette relation peut étre développée comme suit, en décomposant le vecteur a en deux sous-réseaux

a;(n1)etay(p-n,1):
Aa
y=Xo= X Xl[q|

On arrive donc a I'’équation :
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y=X,a, + Xﬁaﬁ
Sachant que pour le modéle 2 on doit considérer que :
y =Xl = Xqa, + Xgag
On peut trouver la relation pour le calcul des contrastes :

L=a,+ (XX XeXgap

(XX,) " XeXgag

Cette matrice est la matrice des aliases, il s’agit d’'une matrice (n, p-n). On a ainsi déterminer tous les

contrastes du plan fractionnaire.

Pour arriver a la matrice des aliases, il faut savoir comment décomposer la matrice du plan
complet. La méthode mathématique présentée ci-dessus permet de calculer tous les contrastes a
I'aide de calculs matriciels lourds mais facilement exécutables grace a des logiciels de calcul. Il existe
une seconde méthode afin de déterminer « manuellement » la matrice de calcul d’'un plan

fractionnaire, cette méthode fait appel aux calculs de Box expliqués ci-apres.
3. Calcul de Box

Le calcul de Box est une seconde méthode permettant de facilement trouver les coefficients qui
sont aliasés dans les contrastes de la matrice. Par contre, ce calcul n'est valable que pour les plans

factoriels fractionnaires a deux niveaux.

On utilise le fait que les coefficients aliasés dans un méme contraste possedent des colonnes de
signes identiques dans la matrice X. Le calcul de Box nous permet de trouver quelles sont les

colonnes de signes identiques.
L'algebre de Box est basée sur les propriétés suivantes:

e  Multiplier une colonne par elle-méme donne une colonne de signes + (vecteur |)

e  Multiplier une colonne quelconque par une colonne de signal + restaure la colonne initiale
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Ces régles simples nous permettent de trouver toutes les mémes colonnes dans la matrice X.

Par exemple pour un plan 22, si on sait que, par choix d’opérateur, la colonne du facteur 4
est la colonne de l'interaction des facteurs 1 et 2 et la colonne du facteur 5 est la colonne de

I'interaction des facteurs 1 et 3. Ainsi on aura un générateur d’aliases :
=124 =135=245

En multipliant ce générateur successivement par 1, 2, 3, etc., nous trouvons les colonnes d'égalités et
nous déduisons les coefficients du modéle 1 qui sont des aliasés dans les contrastes du modéle 2.

Pour trouver le contraste I par exemple, on multiplie le generateur par 3 :

124 1234
3xI=3x135= 15
245 2345

Donc, pour trouver la relation on I'égalise au coefficient a avec le méme indice que le contraste plus
les coefficients avec les indices trouvés par la multiplication du generateur ci-dessus. Alors le

contraste devient :

l3 = as + a5 + ay234 + Az345

Ainsi dans cette méthode, on utilise tout d’abord la matrice du plan complet, cette matrice
est appelée plan de base. Dans ce plan, nous choisissons une colonne de signes correspondant a une
interaction, il s’agit du choix du générateur d’aliases qui permet de séparer le plan de base en 2. Le
générateur d’aliases est souvent choisi comme linteraction de plus haut degrés. A partir du

générateur d’aliases et des calculs de Box, on peut ainsi déterminer les différents contrastes.

4. Hypotheéses d’interprétation

La difficulté des plans fractionnaires réside dans linterprétation des résultats. Comme on
n’effectue pas toutes les expériences du plan complet, on ne peut pas obtenir la valeur de toutes les
interactions. Il faut créer soi-méme des informations supplémentaires de remplacement. Ces
informations supplémentaires doivent étre réalistes et compatibles avec I'étude menée. Elles sont
introduites sous forme d’hypothéses et elles demandent a étre vérifiées avant la conclusion de

I’étude. Les hypothéses de travail les plus souvent retenues sont les suivantes.
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Hypothése 1

Les interactions du troisieme ordre ou d’ordre plus élevé sont considérées comme négligeables.

Hypothése 2

Si un contraste est nul, cela peut signifier : que les effets et les interactions aliasés sont tous nuls,
cette hypothése est la plus probable et c’est celle que nous retiendrons sous le nom d’hypothese 2 ;
que les effets et les interactions aliasés se compensent ; cette hypothese est peu probable et nous ne

la retiendrons pas.

Hypothése 3

Si deux contrastes sont faibles, on supposera que leur interaction |'est aussi. Si un contraste est

faible et I'autre fort, on supposera que leur interaction est faible.

Hypothése 4

Si deux contrastes sont forts, on se méfiera de leur interaction qui peut I'étre également.

Ces hypothéses sont tres souvent vérifiées mais, il arrive parfois qu’elles soient mises en défaut.
Il est toujours possible d’en adopter d’autres en fonction du probléme traité et des risques encourus.
Pour une bonne analyse des résultats, il est prudent de bien préciser les hypotheéses d’interprétation

que I'on a retenues.

III. Introduction a la méthode des surfaces de réponse

La méthode des surfaces de réponse est une méthode permettant de calculer les variations de la
fonction-réponse en fonction des facteurs considérés comme influent. La technique du screening
doit donc étre réalisée avant afin de déterminer ces facteurs jugés influents. Comprendre I'évolution
de la réponse peut étre une tache compliquée lorsque le nombre de facteurs devient important, des
outils mathématiques incluant la méthode des surfaces de réponse permettent cela. Généralement,

on cherche ainsi a déterminer les optimums d’une fonction-réponse.

En conclusion, la méthode des plans d’expériences est une méthode tres efficace afin de
déterminer pour un probléme faisant intervenir différents facteurs, les facteurs jugés influent et les
relations existant entre ces facteurs. Cette technique permet de mettre en place une méthodologie
rigoureuse permettant un gain d’expérience. Afin de déterminer les optimums d’une fonction
réponse complexe, il est nécessaire de faire appel a des stratégies d’optimisation dont fait partie la

méthode des surfaces de réponses.
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Partie 2 : Détermination des performances optimales d’échangeurs de
chaleur par la méthode des plans d’expériences

I. Plans d’expériences pour I'étude d’'un échangeur a canaux carrés

1. Description du probléme

Nous souhaitons améliorer les performances d’un échangeur air/air ou air/eau. Le schéma ci-
dessous représente une partie élémentaire de I’échangeur. En réalité I'échangeur est composé d’'un
grand nombre de parties élémentaires aussi bien situées les unes a co6té des autres que les unes au-
dessus des autres. Pour simplifier la compréhension du probléme nous nous restreignons a cette

partie élémentaire. On distingue donc deux parties :

e une plaque supérieure dont la température est imposée a T= 350K. Il s’agit de la température du
premier fluide (eau ou air).
e un canal situé entre les deux plaques. Il s’agit des canaux ou circule I'air a une température

également imposé de T=300K.

E T_wall=350 K

T_inlet=300 K
Figure 6 : Echangeur a canaux

Le but de I'étude est de maximiser la puissance thermique échangée entre les deux fluides

tout en imposant une perte de charge fixe de I'ordre de 40 Pa (perte de charge suite au passage de

I’air dans les canaux).

Pour cela nous allons étudier I'influence de plusieurs parameétres de I’échangeur. Le but étant
de les faire varier afin de trouver la combinaison permettant I'optimisation de I’échangeur.
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Nous allons pour cela travailler sur cinq parametres :

5/10eme

N

Figure 7 : Parametres de I'échangeur a canaux

La conductivité thermique des ailettes : A € [0.1 ; 200] Wm1K™ Cette gamme de conductivité
thermique couvre les matériaux plastiques a I'aluminium. Le cuivre étant considéré comme
trop couteux.

L’épaisseur des ailettes : e € [0.05 ; 1] mm

La dimension caractéristique des canaux : b € [0.5 ; 5] mm

La profondeur de I'échangeur : P € [10 ; 50] mm

La forme des canaux de circulation d’air : triangle, carré, rond

Analyse du probléme

L'examen des facteurs (ou paramétres) montre que la conductivité thermique des ailettes,

I’épaisseur des ailettes, la dimension caractéristique des canaux et la profondeur de I'’échangeur sont

des facteurs a deux niveaux alors que la forme des canaux est un facteur a trois niveaux.

Pour traiter le probléme nous avons donc deux options :

Nous effectuons deux plans d’expériences 2°. Pour le premier on prend les quatre premiers
facteurs a 2 niveaux et on rajoute le dernier facteur en gardant uniquement deux formes de
canaux (ex : triangle et carré). On a ainsi un facteur a 2 niveaux. Dans le deuxiéme plan
d’expérience, on prendra une autre formes de canaux (ex : carré et rond). Ainsi tous les cas

sont effectués. Au total, cela nécessite 2*2° = 64 expériences.

Nous effectuons 3 plans d’expériences 2* en fixant a chaque une forme de canaux différente.

C’est la solution la moins couteuse en expériences : 3*2* = 48.
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Etude de I’échangeur avec comme réponse la puissance thermique échangée

1. Utilisation du plan complet

On va donc travailler sur les quatre premiers facteurs a 2 niveaux et on va fixer la forme des
canaux. Ainsi il sera nécessaire d’effectuer 3*2* (3*16= 48) expériences pour traiter complétement le
probléme. On va tout d’abord travailler sur 16 expériences, c'est-a-dire que |'on effectue 16

expériences avec une forme fixe des canaux d’air. Choisissons par exemple la forme carrée.

Notre réponse est donc la puissance thermique. Les facteurs sont :

facteur Niveau bas (-1) Niveau haut (+1)
b (dimension caractéristique des canaux) 1 mm 2 mm
P (profondeur de I'échangeur) 9 mm 18 mm
V (vitesse de I'écoulement) 1m/s 2m/s
A (conductivité thermique des ailettes) PVC :0,2 W/mK Aluminium :237 W/mK

Tableau 5 : Tableau des facteurs étudiés

Abordons maintenant la modélisation mathématique. On sait que pour les plans factoriels

complets a de niveaux la forme mathématique est :

2
y=ag+Y aiXj+> apXiX; +- 4> aiXi +aj X Xj...X;
On en déduit donc que pour notre plan 2%, la forme mathématique est :

y=0ag+a;*x;+a;*x,+az*xx3+ a4 *x4+ AupX1 * Xy + A13X1 * X3 + Ay * X1 * X4 + A3
* Xy * X3t Qg * Xp * Xy + A3g * X3 % Xg + Q1p3 ¥ X1 ¥ Xp % X3+ A1pg * X1 * X * Xy

T Q34 ¥ X1 *¥ X3 % X4 + Qo34 * Xp * X3 * X4 + Q1234 * X1 * Xp * X3 * Xy

Avec:

(y correspondant a la réponse autrement dit la puissance thermique échangée
X, correspondant au facteur dimension caractéristique des canaux b

< X, correspondant au facteur profondeur de I'échangeur P

X3 correspondant au facteur vitesse de I'écoulement

\ X; correspondant au facteur conductivité thermique A
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a3 : valeur de la réponse au centre du domaine d’étude (moyenne)

a, : effet principal du a la dimension caractéristique des canaux b

a,: effet principal du a la profondeur de I'échangeur P

a; : effet principal du a la vitesse de I'écoulement

a, : effet principal du a la conductivité thermique A

a,, : interaction dimension caractéristique des canaux b / profondeur de I’échangeur P

a3 : interaction dimension caractéristique des canaux b / vitesse de I'’écoulement

a4 : interaction dimension caractéristique des canaux b / conductivité thermique A

a,s : interaction profondeur de I'échangeur P / vitesse de I’écoulement

a,s : interaction profondeur de I’échangeur P / conductivité thermique A

as, : interaction vitesse de I’écoulement / conductivité thermique A

a3 interaction dimension caractéristique des canaux b / profondeur de I’échangeur P / vitesse de
I’écoulement

aa: interaction dimension caractéristique des canaux b / profondeur de I’échangeur P / conductivité
thermique A

a3 interaction dimension caractéristiqgue des canaux b / vitesse de I'écoulement / conductivité
thermique A

a,34: interaction profondeur de I'échangeur P / vitesse de I'écoulement / conductivité thermique A

a1»34: iNteraction entre tous les facteurs

» Construction de la matrice de calcul des effets

Le but est de déterminer les coefficients ap, a1, @z, s, 4, @12, @13, A14, 23, A24, A34, A123, A134 3234
et ajp3s. Pour pouvoir les déterminer il est nécessaire d’avoir autant d’équations donc d’expériences
que d’inconnues. On doit donc faire 16 expériences. A chaque expérience les facteurs prendront

comme valeur soit leur niveau haut ou leur niveau bas.

Pour cela, on va dans un premier temps remplir un tableau dans lequel on liste les différentes
expériences a effectuer. On choisit donc arbitrairement la valeur des différents facteurs. De toute
maniere il faut que I'on effectue, pour chaque facteur, autant d’expériences a son niveau haut qu’a
son niveau bas. Une maniére simple de remplir sans se tromper les colonnes des différents facteurs
est la suivante :

e facteur 1: alternance une fois sur deuxdes-1et1:-1,1,-1,1...
e facteur 2 : deux chiffres -1 suivi de deux chiffres 1
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e facteur 3 : quatre chiffres -1 suivi de quatre chiffres 1

e facteur 4 : huit chiffres -1 suivi de huit chiffres 1

Une fois les colonnes des facteurs 1, 2, 3 et 4 remplies les colonnes des interactions se remplissent

tres vite. En effet, il suffit de multiplier les facteurs entre eux pour obtenir la valeur du coefficient de

I'interaction.

Sur la page suivante, on peut voir le tableau complet.
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Y
yl

y2
y3

v4
y5
y6

y7
y8
y9
y10
yl1
y12
y13
yl4
y15
y16

X1X3 X1X4 X2X3 X2X4 X3X4 X1X2X3 X1X2X4 X1X3X4 X2X3X4  X1X2X3X4

X1X2

X4

X3

X2

X1

Expériences| Moyenne |

10
11
12
13
14
15
16

Tableau 6 : Matrice de calcul pour un plan complet 2*
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Nous allons maintenant traduire le probleme a I'aide de matrices car les calculs se font

beaucoup plus rapidement. Le systeme matriciel du probleme est le suivant :

v +41 -1 -1 -1 -1 41 +1 41 +1 41 41 -1 -1 -1 -1 +1 Ao
¥, +41 41 -1 -1 -1 -1 -1 -1 +1 41 +1 +1 +1 +1 -1 -1 a;
Vs +41 -1 41 -1 -1 -1 +1 4+1 -1 -1 41 +1 +1 -1 +1 -1 a;
Va +41 41 41 -1 -1 41 -1 -1 -1 -1 41 -1 -1 +1 +1 +1 as
Vs +41 -1 -1 41 -1 41 -1 41 -1 41 -1 +1 -1 +1 +1 -1 Ay
Ve +41 41 -1 41 -1 -1 41 -1 -1 41 -1 -1 +1 -1 +1 +1 (45V]
¥, +41 -1 41 41 -1 -1 -1 41 +1 -1 -1 -1 +1 +1 -1 +1 Qa3
vg | = +1 41 41 41 -1 41 41 -1 41 -1 -1 +41 -1 -1 -1 -1 N QA4
Vo +41 -1 -1 -1 41 41 41 -1 41 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 azs
Y10 +41 41 -1 -1 41 -1 -1 41 +1 -1 -1 +1 -1 -1 +1 +1 A4
Vi1 +41 -1 41 -1 41 -1 41 -1 -1 41 -1 +1 -1 +1 -1 +1 Aazq
Via +1 41 41 -1 41 41 -1 41 -1 41 -1 -1 +1 -1 -1 -1 QA123
V13 +41 -1 -1 41 +1 41 -1 -1 -1 -1 +1 41 +1 -1 -1 +1 QA124
Via +1 +41 -1 41 +1 -1 41 41 -1 -1 41 -1 -1 +1 -1 -1 QA134
Vie +41 -1 +41 41 41 -1 -1 -1 +1 +1 +1 -1 -1 -1 +1 -1 Aaz34

+1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 +1 A1234

Soit :
Y=XxA4

X est une matrice d’'Hadamard. Dans ce cadre, la résolution de ce systéme est trés rapide. En effet,

d’aprés Hadamard on a, pour ce type de matrice la relation suivante :
XtX - 16 116

| représente la matrice identité composée uniquement de 1 sur la diagonale et X' représente la

transposée de la matrice X. On a donc immédiatement :

A ! Xtxy
= — % *k
16

Nous en déduisons tous les coefficients :

0 y1+y2+y3+y4+y5+y6+y7+y8+y9+y10+yll+y12 +y13 +yl4+ y15+y16
al =

16
1_—y1+y2—y3+y4—y5+y6—y7+y8—y9+y10—y11+y12—y13+y14—y15+y16
@ = 16
2_—yl—y2+y3+y4—y5—y6+y7+y8—y9—y10+y11+y12—y13—y14+y15+y16
as= 16
3_—yl—yZ—y3—y4+y5+y6+y7+y8—y9—y10—y11—y12+y13+y14+y15+y16
= 16
4_—yl—y2—y3—y4—y5—y6—y7—y8+y9+y10+y11+y12+y13+y14+y15+y16
@ 16
12_yl—y2—y3+y4+y5—y6—y7+y8+y9—y10—y11+y12+y13—y14—y15+y16
ae= 16
13 yl1+y2—-y3—y4—y5—y6+y7+y8+y9+y10—yll —yl12 —y13 —y14 + y15 + y16
a =

16
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—y1—y2—-y3—-y4—y5—-y6—y7 —y8+y9+y10+y11+y12 +y13 + y14 + y15+ y16

al4 = 16
23_yl+yZ—y3—y4—y5—y6+y7+318+y‘3+le—yll—ylZ—yl3—yl4+ylS+y16
4= 16
24_y1+yZ—y3—y4-+yS+y6—)/7—}/8—}/9—}/10+yll+ylZ—yl3—yl4+ylS+yl6
aen= 16
34-_yl+yZ+y3+y4—y5—y6—y7—318—y‘3—le—yll—ylZ+yl3+yl4+ylS+y16
= 16
. —y1+y2+y3—-—y4+y5—y6—y7+y8—y9+y10+y1ll —y12 + y13 —y14 — y15 + y16
a =
16
124_—y1+y2+y3—y4—y5+y6+y7—y8+y9—y10—y11+y12+y13—y14—y15+y16
e 16
134_—y1+y2—y3+y4+y5—y6+y7—y8+y9—y10+y11—y12—y13+y14-—y15+y16
aen= 16
234_—yl—yZ+y3+y4+y5+y6—y7—y8+y9+y10—y11—y12—y13—y14+y15+y16
aeon = 16
1234 y1—y2+y3+y4—y5+y6+y7 —y8—-y9+y10+y1ll —y12 +y13 —y14 —y15+ y16
a =

16

> Résultats numériques

Le groupe PDR travaillant aussi sur I'optimisation de I'échangeur se charge d’effectuer les

simulations numériques. Nous récupérons alors leurs résultats et en déduisons les coefficients.

Essai Puissance thermique (W) Coefficients
vyl 1,60E-02 a0 3,49E-02
y2 1,37E-02 al 1,35E-02
y3 3,86E-02 a2 5,07E-03
\Z 2,55E-02 a3 9,75E-03
y5 1,52E-02 a4 7,81E-03
y6 1,20E-02 al2 3,05E-03
y7 3,09E-02 al3 2,54E-03
y8 1,96E-02 ala 4,05E-03
Y9 4,84E-02 a23 1,99E-03

y10 3,50E-02 a24 3,00E-04

yll 8,94E-02 a34 3,66E-03
yl2 5,35E-02 al23 6,00E-04
yi3 3,77E-02 al24g 1,85E-04
yl4 2,36E-02 al34g 1,31E-03
y15 6,57E-02 a234 5,02E-04
y16 3,43E-02 al234 1,62E-04

Tableau 7 : Réponses et coefficients du modeéle
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> Analyse des coefficients et conclusion

On trace pour chaque facteur le graphique des effets principaux.

Effet du facteur b sur la puissance Effet de la profondeur sur le puissance
0,05 0,05
y=00135x+ °'°3‘V y = 0,0051 + 0,0349

0,04 / 0,04

0,03 0,03 /

P (W) 7
0,02 P (W)
0,02
0,01 0,01
0 0
-2 -1 0 1 2
-2 -1 0 1

b (facteur 1
( ) Profondeur (facteur 2)

Effet de la vitesse sur la puissance Effet de la conductivité sur la puissance

0,05 0,05
y =0,0097x + 0,0349/ y =0,0078x + 0,0349/

0,04 / 0,04 /
0,03 0,03

Pw) « o) —
' 0,02
0,01
0,01
0
-2 -1 0 1 2 0
Vitesse (facteur 4) -2 -1 0 1

conductivité thermique (facteur 4)

Figure 8 : Effet de chaque facteur sur la réponse

On remarque que la dimension caractéristique des canaux est le facteur le plus influant sur la
puissance, vient ensuite la vitesse puis la conductivité thermique et enfin la profondeur. On peut

quantifier les contributions relatives de chaque  facteur en calculant :

effet principal du facteur i

ce qui peut étre représenté graphiqguement par le diagramme secteur
somme des ef fets principaux qui p P graphiq P g

suivant.
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Influence globale de chaque facteur sur la puissance

E COTE DU CARRE

H PROFONDEUR

d VITESSE

i COEFFICIENT D'ECHANGE
THERMIQUE

Figure 9 : Contribution relative des facteurs

D’apreés les hypothéses vues précédemment, on peut négliger les interactions d’ordre élevées, on
constate effectivement que les coefficients correspondants a ces interactions ont des valeurs tres
faibles.

La dimension caractéristique des canaux est le facteur le plus influant car en augmentant, cela
augmente grandement la surface de contact de I'échangeur qui est directement liée a la puissance
thermique. La vitesse est le second parametre le plus influant, en augmentant, il y a plus de
frottement et le débit d’air est plus important, cependant en augmentant la vitesse les pertes de
charges deviennent plus importantes. Le coefficient d’échange thermique caractérise l'intensité
d'énergie échangée par unité de surface, aussi plus ce coefficient est grand, plus les échanges
thermiques sont importants. Enfin, la profondeur de I'échangeur augmente également la surface de
contacte de I'échangeur mais dans une moindre mesure que la dimension caractéristique des
canaux.

Par ailleurs, on remarque que le maximum de puissance thermique est obtenu lorsque tous les

facteurs sont a leur niveau haut.

2. Utilisation du plan fractionnaire

Le but de I'utilisation du plan fractionnaire est de diminuer le nombre d’expériences a effectuer.
La théorie nous dit que dans le cas d’un probléme a quatre facteurs a 2 niveaux, on peut au

. .. ;. . -1
maximum diviser le nombre d’expérience par 2 soit 8. On parle alors de plan 2*".
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» Construction de la matrice des effets du plan fractionnaire

On part du tableau de calcul des effets du plan factoriel complet et nous choisissons un
générateur indépendant d’aliases: | = 1234'. On garde ainsi uniquement la partie de tableau
comportant des signes + dans la colonne de l'interaction 1234. On obtient alors le tableau 8. En
jaune, il s’agit du demi-plan supérieur. On va pouvoir restreindre notre étude a ce demi-plan.

Le but étant d’avoir un systeme saturé, c'est-a-dire 8 inconnues et 8 équations, il faut construire
les contrastes. Pour cela, on regarde dans le tableau les colonnes ayant un enchainement de signes
identiques pour pouvoir les rassembler (cf tableau 8). On peut aussi utiliser la méthode de Box qui

nous expligue un moyen rapide de trouver les contrastes. En effet, on a:

(1 =234
I = 1234 2=134
3=124
1«1 =1 L I
donc on en déduit les équivalences : < 4 = 123
2%x2 =1
353 =] 12 =34
13 =24

On utilisant les deux méthodes nous arrivons aux contrastes suivant :

Li=E1+Epzs
Ly =Ex+Ej34
L3 =E3+Ei4
Ls=E4+ Eqp3
Ls = E1p+ E3q
Le = Exz+ Eyg
L7 = Ei3+ Exq

Ces contrastes constituent nos nouveaux facteurs. Dans le tableau 8, nous les avons appelé
X'i. Ainsi on obtient plus les effets principaux seuls (conductivité, taille du carré, vitesse de
I’écoulement et profondeur de I’échangeur), mais les effets principaux augmentés de différentes
interactions. Nous avons cependant vu dans la théorie des plans factoriels fractionnaires que I'on
pouvait procéder dans certains cas a des hypothéses simplificatrices permettant de négliger

I'influence de certaines interactions

Pour simplifier la notation on entend par 1 la colonne du facteur X1. Donc 1234 correspond en fait a la
colonne X1*X2*X3*X4
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Réponse

Expériences Y
1 vl
6 y6
7 y7
4 va
13 y13
10 y10
11 yll
16 y16

Tableau 8 : Matrice de calcul du plan fractionnaire
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Valeurs des réponses (Watt)

Y 0,01195801
Ys 0,03433537
Y7 0,02548912
Y, 0,03496814
Yi3 0,03086326
Y10 0,03768396
Yu 0,01603734
Y6 0,08941066

Tableau 9 : Valeur des réponses
Nous résolvons alors le systeme comme pour un plan complet.
On doit étre cependant vigilant concernant I'interprétation des valeurs.
Ona:

Lo=ap=(yl+y6+y7 +y4+y13 +y10 +y11 +y16)/8
Li=a;+axu=(-yl+y6-y7+y4-y13+y10-y1l +y16)/8
L,=ay+a1u=(-yl-y6+y7 +y4 -y13 -y10 +y11 +y16)/8
Ly=az+aya=(yl+y6+y7-y4+yl13-y10-y1l +y16)/8
Ly=as+aps=(yl -y6-y7 -y4+y13 +y10+yl1l +y16)/8
Ls=ap+au=(yl-y6 -y7+y4 +y13-y10 -y1l +y16)/8
Lg=ax3+anu=(yl+y6 -y7-y4 -y13 -y1l0+y1l +y16)/8
Ly =ajz+ax=(yl