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RESUMO

Normalmente nos projetos rotineiros de engenharia costuma-se trabalhar com
materiais que apresentam um comportamento mecanico constitutivo independente
do tempo. No entanto, com a evolugdo dos materiais e a inclusdo de polimeros
dentre os materiais usados na construcdo em engenharia, tornou-se importante
incluir o efeito da dependéncia do tempo no comportamento destes materiais
guando submetidos a uma dada carga. Entre os muitos efeitos, encontram-se 0s
efeitos viscosos de relaxacdo, fluéncia e deslizamento. Por outro lado, muitos
problemas da engenharia moderna envolvem carregamentos dinamicos, de modo
que o0s modelos matematicos resultantes sdo complexos por acoplar
simultaneamente o carater dependente do tempo da resposta e do material
constitutivo. Para resolvé-los, métodos numéricos discretos tém sido desenvolvidos,
com formulacdes especificas para a sua abordagem, o que requer solucdes
analiticas para melhor afericdo da qualidade de seus resultados. Com o intuito de
gerar tais solucdes de referéncia, este trabalho apresenta a solucdo analitica de uma
barra visco elastica engastada submetida a uma solicitacdo concentrada em seu

extremo livre, através do tradicional Método de Separacédo de Variaveis.

Palavras-Chave: Materiais visco elasticos, Método de Separacdo de Variaveis, Solucbes

Analiticas de Referéncia
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INTRODUCAO

O estudo e utilizacdo de polimeros como material de construgdo mecéanica
ainda possui relativamente pouca aplicacdo em engenharia. Entre as razdes que
podem ser justificadas, existe a questdo da complexidade do modelo matematico e
também o fato de ndo haver ainda uma formacéao cultural sobre suas propriedades e
vantagens funcionais, pois sdo mais leves, tem boa absor¢cdo de impacto e facil
maleabilidade.

Nesse estudo, busca-se mostrar a utilizacdo do modelo viscoelastico de
Maxwell adaptado para montar uma equacao caracteristica voltada a materiais que
apresentam esse comportamento e possuem cargas dinamicas aplicadas, visto que
a engenharia moderna, sobretudo a mecanica, trabalha usualmente com
equipamentos rotativos de alta velocidade nos quais atuam cargas dinamicas
significativas.

A solucdo apresentada no texto € um exemplo de uma barra polimérica
solicitada por uma carga concentrada em seu extremo livre, que é um problema
simples, mas elucidativo, das particularidades que cercam a modelagem matematica

destes materiais.



10

1 REVISAO BIBLIOGRAFICA
VISCOELASTICIDADE
1.1 COMPONENTE ELASTICO

A facilidade de obtencdo e de conformacdo fez com que 0s materiais
metélicos sejam o0s mais utilizados pela engenharia atualmente. A formulagéo
matematica que descreve o0 comportamento desse tipo material é relativamente
simples, pois em geral ndo apresenta variacdo do comportamento mecanico com o
tempo.

Normalmente trabalha-se com materiais apenas na parte em que nao ocorre
deformacédo permanente e nessa zona o material metalico tem comportamento
semelhante a uma mola (figura 1). E seu comportamento pode ser descrito pela lei

de Hooke

Mola

equilibrio

Posigao E
de =D """"" =X .
= I X

Figura 1 - Mola, componente utilizado para representar material
que nao apresenta variacdo de deformacédo com o tempo.

F = Kx*x (2)

onde F é a forca, K é a constante elastica da mola e x € o deslocamento.

Graficamente, esse comportamento pode ser visto abaixo na figura 2:

1 , ' ~ 0 A i
Os conteldos e figuras apresentados na secdo que se encerra em 2 € prioritariamente baseado na
referéncia [6].
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Forga }

B

L 4
deformacio

Figura 2 - Representacao grafica da Lei de Hooke, variacao linear da deformacao com a forca sem

dependéncia de tempo.

Como dito anteriormente, esse comportamento sera independente do tempo.
Ao se retirar a tensdo o material voltar4 a forma inicial instantaneamente. Com o
dominio desse tipo de conhecimento foi possivel criar diversos objetos e

componentes como o mostrado na figura 3:

Figura 3 - Componentes feitos em material metalico.

A necessidade de desenvolver projetos competitivos faz com que cada vez
mais se procure por materiais que apresente: menor densidade; maior absorcao de
impacto; maior estabilidade quimica; maior facilidade de fabricacdo, entre outros. A
busca por materiais que satisfacam essas exigéncias vem incentivando o trabalho e
criagdo de novos materiais, como os polimeros.

Esses materiais podem ser considerados inovadores e estdo sendo

predominantemente utilizado quando o constituinte ndo é solicitado mecanicamente.
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Isso porque esse tipo de material apresenta uma variacdo da deformagdo com o
tempo quando se aplica uma carga. Uma parcela desse comportamento pode ser

comparado a resposta viscosa de um fluido quando cisalhado.

1.2 COMPORTAMENTO TEMPORAL
O desenvolvimento de uma relagdo constitutiva aceitavel para esses solidos
com dependéncia do tempo, deve satisfazer a alguns fatores observados na pratica,

tais como:

1.2.1 FLUENCIA

Pode ser definida como um aumento na deformacéo ao longo do tempo com
uma carga mantida constate. Uma descricdo do comportamento de forma completa
demonstra que a deformagdo aumenta com o tempo a uma taxa decrescente,
seguido por uma taxa constante e, por fim, um aumento da taxa. Como pode ser

observado na figura 4.

[

{ i

Figura 4 - Comportamento de Fluéncia, deforma¢éo aumenta no tempo com tensdo mantida

constante.
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1.2.2 RECUPERACAO

O alivio total ou parcial da carga deve resultar na diminuicdo da deformacao
com o decorrer do tempo. Esse efeito também vem sendo chamado de
inelasticidade, anelasticidade, entre outros. O comportamento € explicado

graficamente na figura 5.

Q
D=
m

————

Figura 5 - Comportamento de Recuperagdo, com a remocao instantanea parcial ou total da carga a

deformacgé@o decrescerd com tempo.

1.2.3 RELAXAMENTO
Ao se deformar uma amostra, caso essa deformacéo seja mantida constante,
serd observado um decréscimo da tensdo com o tempo, como mostrado a seguir na

figura 6:

94 a
AN -

s o
I3

Figura 6 - Comportamento de Relaxamento, decréscimo de tensdo com deformacdo mantida

constante.
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1.2.4 EFEITOS DE TAXA
Caso seja mantida constante uma taxa de tensédo ou deformacédo, obtém-se

um aumento na taxa de deformacéo ou na taxa de tensao, respectivamente.

g A . . £ :
Increasing Increasing
¥ ® A
4 : R )
-ﬂw ) ‘j‘l
!"rﬂ
l“;‘»;‘
ff:;_ S S S L el i
! t
o 4 ¥ oy i ey b € |
ATICE23sing '
Yy A
) Increasing
_,,-u—'?‘ i
_ r ! \]
i g R / / £
R e —— . = L™ -
¢ !
f=input R = resulting response

Figura 7 — Efeitos de taxa, tendo como entrada (I) um aumento na taxa de tensdo ou deformacéo se

terd com resposta (R) um aumento na taxa de deformag&o ou na taxa de tenséo.

1.3 COMPONENTE VISCOSO

Os diferentes efeitos anteriormente citados satisfazem a resultados
observados na pratica, pelo menos de forma qualitativa. Uma sensacado fisica
razoavel pode ser desenvolvida para mecéanica utilizando componentes basicos para
proporcionar relagdes constitutivas de um comportamento viscoelastico.

Esse comportamento temporal € observado também em metais, porém em
polimeros eles ocorrem em temperatura ambiente e em um tempo relativamente
curto, ja para metais esse comportamento s6 sera notado se os testes forem feitos
em magnitude adequada. O nivel de estudo apresentado nesse texto considera
apenas o comportamento geral macroscopico envolvendo a deformacao viscosa. Na

figura 8 é apresentado o modelo simples que descreve o efeito viscoso:
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()

Figura 8 — Dependéncia linear do tempo de um sélido viscoso (a), (b) gréafico de for¢a-deslocamento-

tempo, (c) gréfico tensdo-deformacao.

Seria interessante uma visdao completa do fenémeno, discutindo uma
deformacéo visco-elastica-plastica, porém a maioria das fontes Ilimita-se a
discussbes apenas dos efeitos viscoelasticos, o que é satisfatorio se o objetivo é
apenas discutir a zona de projeto. Por muitas vezes o termo viscoelastico é definido
para uma deformacdo que retorna completamente com o tempo, o que ndo € o
conceito seguido nessa parte inicial, que se trata de um tratamento “estatico”.

Como dito anteriormente a mola é utilizada para modelar os efeitos elasticos.
No caso do comportamento viscoso utiliza-se um amortecedor simples para
representacédo, como mostrado na figura 8, assim deve-se considerar:

e O amortecedor compreende um fluido perfeitamente viscoso e a taxa de

extensdo ou taxa de deformacéo é diretamente proporcional a carga. Assim:

F=nd )

onde n € vista como uma propriedade do material.
e Com uma aplicagéo subita da carga, F;, 0 amortecedor atua como um corpo
rigido e nenhuma extensio imediata tem lugar no tempo zero. A medida que

a forca é mantida, uma extensao linear de tal modo que resulta:
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Fit
5= b (3)

apos o tempo t;,.

e Ao remove-se a carga verifica-se uma extensdo permanente, §;, mantendo-se
assim toda a energia de entrada (area sombreada) € dissipada durante a
deformacgdo, ndo sendo recuperado. Similarmente a deformacgéo pléstica
notada em metais, mas € importante ressaltar que estes tipos de deformacéo

irreversivel sdo devidos a causas diferentes.

1.4 MODELOS PROPOSTOS

Utilizando o amortecedor e a mola em varias combinacdes, obtém-se uma
melhor interpretacdo dos resultados reais do comportamento. Nas proximas
abordagens a simbologia F-6-t sera substituido por o-¢-t (tensao-deformacao-tempo)
gue sdo de maior preocupacdo, essa substituicdo pode ser feita sem perda de
generalidade.

O comportamento de uma mola é dado por:
o =Ee (4)

onde E é o mddulo de elasticidade do material, no caso do material viscoelastico

essa constante ndo precisa ser equivalente ao modulo de elasticidade de uma Unica

mola.
As equacdes (2) e (3) podem ser escritas da seguinte forma:
0 =ne )
e
g, = Al (6)
n

onde n € uma constante de “viscosidade” do material.
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1.4.1 MODELO DE MAXWELL

Este modelo é propde que o comportamento pode ser representado por uma
mola e um amortecedor em série, como mostrado na figura 9.

k4

L5

S——

ey

Figura 9 — Modelo de Maxwell e 0 comportamento a Tensdo X Deformacéo.

Para conseguir uma representacao teorica satisfatoria € pertinente fazer as
seguintes consideragoes:

e Ao se aplicar uma carga ag,, uma deformacdo elastica imediata ocorrera
devido & mola, essa energia ficara armazenada e € recuperavel.

e Ambas as equacdes (4) e (5) sao lineares podendo-se utilizar o principio da
superposicao, assim o comportamento do amortecedor e da mola podem ser
diretamente somadas.

e Apbs o tempo (t;), uma deformacéo viscosa (e,) € adicionada a deformacao
elastica (e,). A tensdo aplicada € comum a ambos os elementos.

e A remocdo completa de o, levara a recuperacado elastica de (e.), mas uma

deformag&o permanente continuara (e,,).
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Uma relacéo constitutiva pode ser desenvolvida para a deformacgéao total, em

um tempo t;:

_ Ty + Ty £y (7)

onde € ; € a deformacao total.
Em termos de taxas, €; = e, + €, e utilizando as equacoes (4) e (6). para uma

tensdo uniaxial, tém-se:

de B 1de o (8)

at Edr n

para determinar a adequacdo do modelo, cada um dos requisitos basicos dos itens

de (3.2.1) a (3.2.4) serdo examinados:

1.4.1.1 FLUENCIA

Com a aplicacdo da carga constante g, observa-se uma deformacao
instantanea, ee, seguida de uma deformacao que cresce linearmente com o tempo.
Um termo utilizado neste contexto é o comprimento de fluéncia, que € funcédo do

tempo. Pode ser representado como:

j0=22=2(1+5) ©)

A equacéo indica que a deformacédo, em qualquer tempo € proporcional a tensao
constante é regulado pelo termo n/E, esta relacdo € chamada de tempo de
relaxamento e € definido como 7= n/E. O comportamento de fluéncia do sélido de
Maxwell nao é totalmente realista, uma vez que ndo evidencia a taxa de reducgéo

habitual da deformag¢éo com o tempo, tal como observado com sélidos reais.

1.4.1.2 RECUPERACAO
O item indica que o sélido ap6s a remogdo completa da carga, teria uma
parcela de recuperagcao imediata e depois de um tempo o restante de deformagao

irla se recuperando também, Porém independente do tempo a deformacdo do
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7

componente viscoso é irreversivel. Logo o séOlido de Maxwell ndo apresentara
recuperacdo, ndo sendo necessaria a realizacado de mais consideracdes.
1.4.1.3 RELAXAMENTO

Nesse componente, considere que uma deformagédo constante (e,) seja
induzida. Imediatamente 0 componente elastico serd o0 responsavel pela
deformacéo, com o tempo o componente viscoso se deformara “aliviando” a mola e
mantendo a deformacé@o constante, deste modo, a tensdo diminuird. A figura 10
apresenta um grafico desse comportamento, como em qualquer momento a

deformacéo é constante a taxa de deformacéo € zero.

(b} (c)

Figura 10 — Relaxamento de tensdo para o modelo de Maxwell

A equacao (8) pode ser resolvida de acordo com essas constatagoes, note
que a tensao inicial (g,) deve ser igual a E*e, no tempo zero. Utilizando esse valor

inicial:

Entao
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Ino = —7+ Cy onde C; = Inag, (10)
Assim
= avexp (=) = erw (=)
0 = dpexp " = gyexp .
Ou
t
g = eyEexp (——) (11)
T

aqui, o médulo de relaxamento, que € a taxa de tensdo em um determinado tempo

para uma deformacao constante, & denotado E,.(t) onde:

E.(t) = 70 = Eexp (—;) (12)

€a

este comportamento permite a visualizacao qualitativa razoavel de relaxamento.

1.4.1.4 EFEITOS DA TAXA
Inicialmente, considere uma taxa constante de aplicacdo de tenséo, ou seja,

na equacao (8) da/dt = A. Entdo ¢ = A*t uma vez que o Seja zero no tempo zero.

de A At (13)
dt E 7
A solucgéo de (13) é:
At At? (14)
€E=—+— desdee =0et=0
E 21

um aumento em A faz com que a deformag¢do aumente de forma nao linear, como

mostrado na figura abaixo.
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by = V
-
/,,,w-"“ / a9

&
Figura 11 — Influéncia do comportamento tensédo x deformacdo em funcéo da taxa de tensao para o

modelo de Maxwell
Para taxas constantes de deformacéo, D, a equacao (8) torna-se:

_ldo o (15)

D=——
E dt + n
rearranjando e usando o fator de integracéo exp(Et/n) tem-se:

t
c=nD 1—exp 7 (16)

desde que tensdo seja nula no tempo zero e t= n/E. Isso também levanta a curva
tensdo X deformacdo, com taxas mais altas, mas a tensdo tem comportamento

assintético depois de um tempo assim como a deformacdo, esse comportamento

pode ser visto na figura 12.

e e PO
H |

e

{
- €

Figura 12 - Influéncia do comportamento tensao x deformacéo em funcdo da taxa de deformacao

para o modelo de Maxwell
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1.4.2 MODELO DE VOIGT OU KELVIN
Modelo formado por uma mola e um amortecedor em paralelo como mostrado
na figura 13. Nota-se que:

e Quando uma tensdo € aplicada, o amortecedor previne uma extensdo
instantanea da mola e cada componente suporta uma por¢ao da tenséao.

e Com o tempo, 0 componente viscoso causa uma crescente deformacédo nao
linear e, com este modelo, a deformacao total é igual a deformacao viscosa e
elastica.

e Se a tensdo € removida, a energia de deformacdo elastica vai comecar a
forcar o movimento do componente visCOSO e a recuperagao mostra um

comportamento nao linear no tempo.

Uma relacdo constitutiva para o modelo de Voigt é deduzida pelas relacdes

de tensdes de forma que:

o0y = 0, + 0, = Ee + ne, a7)
de o E (18)
dt n 7 ¢

desde que todas as deformagdes séo iguais e E e n s&o independentes do tempo. E
necessario também considerar os comportamentos previstos, como no caso do

modelo de Maxwell.
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Figura 13 — (a) Modelo de Voigt, (b) comportamento tenséo X deformagé&o X tempo, (c)

comportamento de fluéncia e recuperacéo.

1.4.2.1 FLUENCIA
Para uma tensdo aplicada, a equacao (18) pode ser rearranjada resultando

em:

E
de +—edt = 224t (19)
n n

com E/p sendo 1/tr, deformacdo sendo zero quanto t=0, e usando o fator de

integracao exp(1l/t ), a solugcéo da equacéao (19) é:

Op

E

(20)

t
€= 1—exp —z

Em comparagdo com eq. (9), o comportamento de fluéncia previsto pelo modelo de
Voigt é mais realista, desde que as aproximacoes de deformacédo ag,/E (ou seja, a

deformacgéo elastica se nenhum amortecedor estiver presente) como o tempo se
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aproxima do infinito e faz isso a uma taxa decrescente. Isto € observado em muitos
sélidos durante um estagio inicial de deslizamento. A figura 13 mostra este
comportamento.

A funcdo comprimento de fluéncia para esse modelo é:

e) 1 t (21)

1.4.2.2 RECUPERACAO

Como visto na figura 13 apds o tempo t;, a remocdo da tensdo causaria uma
aproximacédo exponencial a zero com a passagem do tempo. Esse comportamento é
mais qualitativamente correto do que o encontrado no modelo de Maxwell e pode ser
analisado utilizando a seguinte derivagao.

A equacao (20) mostra que a deformacao causada pela tenséo é:

Op

t
1- —= 0<t<t
T exp — = para0 <t <t

€ =

se no tempo t;, g, é simplesmentes reduzido a zero, e expressando a continuacao
no tempo t' =t - t; onde t € o tempo total decorrido depois da aplicacdo de g,, entdo

a equacao (19) torna-se:

de + ;dt’ =0 parat = t; (22)
usando o valor inicial que € = €; quando t’ = 0, a solucdo da equacdao (22) é:
€ =€,eXp — t—, (23)
substituindo t - t; por t’ e a eq (20) por €; no tempo t,, a eq (23) reduz a:
0 b1 t > (24)
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note que na eq (24), t tende a t;, quando ¢ tende a €;, enquanto t tende ao infinito

guando € tende a zero.

1.4.2.3 RELAXAMENTO
Com aplicacdo de uma deformacéo constante, €,, quando de/dt é zero a eq

(18) mostra que:

oy = E€y, = constante (25)

em esséncia, os dois componentes sdo engatados e ndo existe contracdo do
componente elastico com o tempo como foi evidenciado pelo modelo de Maxwell.

Assim, A unidade de Voigt ndo prevé o relaxamento.

1.4.2.4 EFEITOS DE TAXA
Considerando uma taxa de deformacao constante aplicada, D= de/dt. Usando
a eg. (18) onde € = D*t:

de c E
—=D=———Dt¢ (26)
dt n n
como € é zero no tempo Zero.
o =EDt+ Dn (27)

isto implica numa resposta viscosa inicial, que depende de D, seguido por um
crescimento linear elastico da tensdo com a deformacéo. A figura 14 indica o efeito
das duas diferentes taxas constantes de deformagdo no resultado do

comportamento a-¢ 0 modelo de Maxwell € mais realista a este respeito.
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Figura 14 — Efeito de taxa de deformac&o no comportamento tensdo X deformacgdo para o modelo de

Voigt

Para a aplicacdo de uma taxa de tensdo constante, do/dt = A, entdo o =t*A

desde gque no tempo zero a tenséo seja zero. Usando a relagdo na eq (18):

de A E (28)
—=—t——c
dt n n

rearranjando essa equacdo e utilizando o fator de integracdo exp(t/r) mais a

condicao inicial de deformacéao nula no tempo zero, a solugéo fica:

t (29)
=—_t—171- -
€=7% t—t exp —-

embora um crescimento na taxa de tensdo faca com que a curva o-€ cresga, O
comportamento € corretamente qualitativo apenas para curtos tempos e pequenas

deformacdes. A figura 15 mostra o resultado geral:

i €

Figura 15 — Efeito da taxa de tensdo no comportamento tenséo x deformacdo de um modelo de Voigt.
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Logo o modelo de Maxwell apresenta um comportamento razoavel de
relaxacdo ao passo que o modelo de Voigt fornece uma melhor descricdo para
fluéncia e recuperacdo. Porém ambos apresentam satisfatorios efeitos de taxa,
Maxwell prevé solucbes mais aceitaveis para esse requisito. Comportamentos mais
realistas sdo obtidos, se for feita a combinacao destes modelos de varias maneiras.
Para demonstrar isso seréo apresentados dois modelos compostos.

1.4.3 MODELO COM TRES COMPONENTES

f'"“‘”1
Ciy "
E”.:{'/z,é E‘%ﬂ?f}'
3 £n
i_Al-tJ L
J=q, J

Figura 16 — Modelo de trés componentes, (b) comportamento ¢ X €

Utiliza uma mola em série com um componente de Voigt como mostrado na
figura 16, onde as molas tem os modulos E; e E,, respectivamente. O
comportamento geral de carregamento e descarga € mostrado também na figura
acima. Para desenvolver um relacionamento constitutivo usam-se duas formas de

equacdao. Primeiro:

€E=¢€,+¢€ (30)

onde €, a deformacédo total € composta pela soma da deformacéo elastica e da

deformacgéo do modelo de Voigt (e;). Segundo:

o=0,+0, (31)
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onde a tensao aplicada é composta pela parcela da mola individual e pela parcela da
porcao de Voigt. Colocando a porcdo da deformacéo elastica como €; e a de Voigt

Sser €,, a equacdo em taxa torna-se:

dE_d61+d62_1dO'+d62 (32)
dt  dt dt Edt dt

e a equacao (31) pode ser escrita como:

de, de,
o =nE+62E2 =77E+E2 €— €,
Ou (33)
de; 1 Foc + ok,
ac ” g 2€ -
combinando as equacdes (32) e (33) tem-se:
de E, ldo o E, (34)

E-I_T]G_E_la—i_?] +E1

1.4.3.1 FLUENCIA
Com derivada de tensdo no tempo = 0, e deformacédo sendo zero no tempo
zero, e seguindo procedimentos, tais como aqueles que produziram eq. (21) a

funcdo de comprimento fluéncia é encontrado para ser:

1 1 t (35)
=—4+—1- —=
Jt E + L exp .

onde t= n/E,. Note que usando a superposicdo na equacao (30), a funcao

comprimento de fluéncia é achada diretamente, desde que:

0y O t
€=€1+62=E—0+E—0 1—exp — (36)
1 L2

0 gque equivale a equacéao (35).
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1.4.3.2 RECUPERACAO
A figura indica que a remoc¢do da tensdo inicial causard uma recuperagéo
imediata da deformacao elastica, com um comportamento subsequente idéntico ao

do modelo de Voigt dado pela eq. (24).

1.4.3.3 RELAXAMENTO

Com uma deformagédo constante aplicada, €,, de/dt=0, e o modulo de
relaxamento pode ser achado usando um procedimento similar ao que foi utilizado
para achar a eq. (12). Novamente, o tempo seréd zero, g=ag,=€, * E;. O resultado

pode Ser expresso comao.

E? t (37)

onde 7 =n/ (E; + E;).

1.4.3.4 EFEITOS DE TAXA
Com uma taxa de tensdo constante, A = dg/dt, e a tensdo é zero no tempo
zero, o=t*A para qualquer tempo. Seguindo os procedimentos anteriormente usados,

a solucdo de (24) é:

_A A t (38)
E_El L T exp —-

onde t= n/E,. Note que o primeiro termo € referente & deformacéo elastica e é
funcdo de tempo enquanto o segundo termo € identico ao da equacao (29).
A derivacdo de o em funcédo do tempo com base na taxa de deformacao

constante, é obtida de maneira similar.
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1.4.4 MODELO DE QUATRO COMPONENTES
Este modelo consiste em uma unidade de Maxwell em série com uma
unidade de Voigt como mostrado abaixo, na figura 17, o comportamento grafico da

tensdo-deformacéao-tempo também é mostrado:

Figura 17 — Modelo de quatro componentes, (b) comportamento tenséo x deformacéo x tempo, (c)

fluéncia e recuperacéao.

onde E; é o modulo de elasticidade da mola de Maxwell, E, € o mddulo da mola de
Voigtet =n/(E; + E,).
O comportamento de um solido viscoelastico pode ser descrito pelo modelo
mostrado.
e Com uma carga subitamente aplicada, a mola E,, fornece uma deformacéao
elastica instantanea.
¢ A deformacdo dependente do tempo e é composta pela deformacao viscosa
devido a deformacéo n, e pela deformacéo exibida pela unidade de Voigt (E,
e 13).
e Aremocao da tensdo g, causa uma recuperacao elastica instantanea seguida
por uma recuperacéo dependente do tempo que, no limite, se aproxima de

uma deformacéo plastica devido a 7.
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Em esséncia, a porcdo de Maxwell governa os efeitos elasticos, relaxamento
e deformagdo viscosa permanente, enquanto a porcdo de Voigt controla
recuperacdo. Fluéncia e efeitos de taxa sdo influenciados pelos dois; Assim, o
espectro completo de resposta do material € mais bem satisfeito quando comparado
com cada um dos modelos agindo individualmente. Com o uso da superposi¢cao, a
deformacéo total é simplesmente a soma dos componentes individuais e o resultado
e:
_0g  Ogt  Og

=—+—+
E, n E

(39)

1 t
€ exp —-

a Figura 17 (c) mostra a combinacéo dos efeitos.

Tal como acontece com o0s desenvolvimentos anteriores, as respostas de
recuperacao, relaxamento, e os efeitos da taxa pode ser determinada utilizando o
modelo de quatro componentes. Muitas outras combina¢cdes podem ser introduzidas

a fim de produzir refinamentos sutis.?

2 . . e e
Os conteldos e figuras apresentados na secdo iniciada em ! é prioritariamente baseado na
referéncia [6].
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2.5 ANALISE DINAMICA EM SOLIDOS VISCOELASTICOS.?

A relacéo entre varias definicbes de friccdo interna é obtida por uma amostra
que é exposta a uma forca elastica restauradora proporcional ao deslocamento e a
uma forca de dissipacéo proporcional a velocidade. A equacdo do movimento de tal

amostra pode ser escrita como:
P= M&+n&+E¢ (40)

onde P é a forca impressa e ¢ € o deslocamento. O primeiro termo do lado direito € a
equacao do termo de inércia, M; depende da massa e da geometria da amostra; o
segundo termo é o de amortecimento, n, envolve a taxa entre velocidade e forca de
amortecimento; o terceiro termo € o elastico, E; depende do médulo de elasticidade

e o formato da amostra.

2.6 O COMPORTAMENTO DOS SOLIDOS

A natureza da forga dissipativa ndo foi discutida anteriormente, deve-se
considerar que ela depende da frequéncia, caso seja puramente viscosa. Maxwell,
em 1890 prop6s que a relacéo entre a forca e a deformacdo no caso de sélidos era

dada por o = E * €, a relacdo para um solido real seria mais precisamente:

do de o (41)
dt Cat T
tais propriedades ja foram apresentadas anteriormente.
Quando uma forca é aplicada por um tempo pequeno comparado com T, 0O
comportamento se assemelhara com um sélido elastico, ja com um tempo longo de
aplicacdo o comportamento sera parecido com um liquido viscoso de viscosidade

E* 7. O solido de Maxwell obedece a equacgéo (41).

3 . . x . e
Os conteldos e figuras apresentados na secgdo que serd encerrada em * é prioritariamente
baseado na referéncia [4].
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Voigt, em 1892 assumiu que a tensdo em solidos pode ser representada
como a soma de dois termos, o primeiro sendo proporcional a deformacédo e o
segundo proporcional a taxa de mudanca da deformacéo. Sendo assim, a equacao

de tensdo em um sélido alotropico é a soma de termos, sendo seis termos da forma
. d e ~ oY
Crs€ij € Seis termos da forma ars(g)fiji os coeficientes ¢ sdo as constantes elasticas

do material e os coeficientes a sdo correspondentes as constantes viscosas. Para
um material isotropico essas constantes sdo reduzidas as constantes de Lamé, que

sdo denotadas A’ e u'. As equacOes serdo semelhantes a:

d0A de 42
O = AA+ 2u€sy + A’E+2y’a—’;x (42)

estas equacbes conduzem a relacbes semelhantes a obtidas em sélidos com
vibragdo, porém na maioria dos casos conduz a equacionamentos bem complicados.
Para solidos de Voigt a tensdo é a soma desses termos. Para uma deformacéao
torsional com apenas cisalhamento envolvido, com duas forcas opostas de
magnitude C agem na face de um cilindro de comprimento | e raio r e a deformagéo

relativa entre as faces é 6. Para um solido elastico tem-se:

1
C = En,ur“@/l (43)
para um sélido de Voigt, com constante elastica u e amortecimento u':
4 (44)

1
c= 2" o
- WTEG
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para simplificar considere um disco de comprimento | e raio r, suspenso por arames.
O momento de inercia do disco € muito grande comparado com o do arame. A
equacao de movimento vibratorio de torgao fica:

4 (45)

nr
16 + ST uwoe+ub =0

gue é semelhante a (40) tendo como:

Para extensdo uniaxial de uma haste, a razdo entre a tensao e a deformacéao

€ dada pela modulo de Young E = p 3A2+2u / A+u . Em 1933, Thompson
mostrou que para um sélido de Voigt essa relacéo é dada por:

€ (46)
Oy = E€yyy + E' a;x
onde E’ € aproximadamente
E' Qury+ 32+ 4u+2p° 1, (47)
E A+u 31+ 2u
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E’ tem sido chamado de “coeficiente normal de viscosidade” por Honda e Konno
(1921). Se:

Retornando para o solido de Maxwell, considere a vibracdo de uma grande
massa M suspensa por uma haste de comprimento | e area de secéo transversal A
considerando que a inercia da haste € insignificante quando comparada com a da

massa. A equacgado de movimento é:
M&E+Ad =0 (48)
a deformacéao na haste (€) vai ser dada por ¢/! e pela equagéo (41) assim:

do E dé o (49)
l T

eliminando ¢ e do/dt das equacdes (48) e (49) obtém-se:

Md¢ M odEde_ (50)

Al T mae T T a

pode-se integrar para obter:

426 1df  E°A (51)
P‘f‘ ; E‘f‘ m = const

0 que é similar a equagéao (40).
Para ter resultados mais proximos ao real os especialistas utilizam uma série
de modelos de Maxwell unidos em paralelos, ou certo numero de modelos de Voigt

interligados em série. Essa aproximacéo é valida por apresentar inUmeros tempos
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de relaxamento. Esse tratamento € matematicamente equivalente a abordagem feita

por Boltzmann, que é apresentada abaixo.

2.7 O PRINCIPIO DA SUPERPOSICAO

Como dito anteriormente um solido de Maxwell sofrera os efeitos do
relaxamento no tempo se mantido com uma deformacao constante, pela equacgao
(41) pode ser visto que a tensdo decai exponencialmente com o tempo na forma
(Eeexp —t/t ). Boltzmann (1876) generalizou essa consideracdo para materiais em
que a tensdo decai com o tempo. Ele sugere que o comportamento mecéanico de
uma amostra vai depender do seu historico, e assume que 0 comportamento vai
depender das deformacdes e que cada deformacdo é independente da outra, de
modo que o comportamento resultante pode ser achado por uma simples soma.
Assume-se que o cisalhamento e a dilatacdo causam deformacdes diferentes. A
analise para extensdo uniaxial em que ambas estdo envolvidas € muito complexa,
porém a analise para deformacéo torsional (apenas cisalhamento) ou aqueles que o
relaxamento por dilatacdo € pequeno, é simples.

Assume-se uma amostra deformada por €(T) para um tempo &T no tempo T,

a tensdao residual sera:

—e T f(t—T)oT

para (t>T), f(t — T) € chamado de funcdo memaria, e é caracteristica do material e
do tipo de tensdo. A tenséo total o € assumida como a soma dos elementos de
deformacédo, considerando o histérico e a parcela instantanea. Esta contribuicdo da

deformacé&o normalmente € considerada como F(¢) tendo assim:

t (52)
oget =F e — eT ft—=T dT

—00

esta equacdo é uma forma do principio da superposicdo no qual o problema
considerado foi o termo de relaxamento de tensdo, a tenséo inicial € dada em
termos do historico de deformacdo da amostra. O problema, no entanto € encontrar

uma maneira de tratamento no qual ndo seja necessario o conhecimento do histérico
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da amostra. Em 1947, Gross apresentou um tratamento matematico que dispensa o
conhecimento do histérico de deformacao da amostra. Para um sélido de Maxwell, a

equacdao (52) torna-se:

E ¢ t—T (53)
o et =E*E—; ETdeT

— 00

para uma amostra ndo deformada:

1 ¢t t—T t;,—T (54)
o€t =Fe 1— p exp — dT = Eeexp
t1

ou seja, um resultado idéntico ao obtido na equacéao (41).

Para maioria dos sdlidos reais f(t —T) é obtido como a soma de uma serie
de exponenciais com diferentes valores de T1. Isso é equivalente a colocar modelos
de Maxwell em paralelo. No limite a fungcdo memoria pode ser expressa como uma
integral na forma

°° - (55)

ft=T = ArexpTdr

a plotagem de A t da o espectro de relaxamento do material. Essa curva pode ser
facilmente encontrada em processos microscépicos produzindo a prépria funcéo

memoria.
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Quando é mantida fixa uma deformagdo em um modelo de Maxwell a tenséo
tende a zero assintoticamente. Em um sdlido real a tensédo tende a um valor finito.
Isso pode ser representado por uma mola em paralelo ao modelo de Maxwell, figura
18.

VW

Figura 18 - Modelo de Maxwell com mola auxiliar.

Para um sélido que mantido com deformacdo constante, a aproximacao
assintética tem valor A e menor que F(e). A relacdo entre tensdo e deformacéo é

depois de um longo tempo:
oc=F € — Ae (56)

sendo essa equacdao referente a relagcdo entre tensdo e deformacao para a mola
auxiliar.

O modelo de Voigt ndo apresenta relaxamento, porém se uma mola auxiliar é
colocada em série a ele, obtém-se uma equivaléncia com o modelo de Maxwell, a
figura 19 mostra esse modelo adaptado. E importante destacar a equivaléncia entre

0s modelos apresentados nas figuras 18 e 19.

AWy
— AW — —

Figura 19 - Modelo de Voigt com mola auxiliar em série.
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Se for aplicada uma carga P no elemento adaptado de Maxwell, ela sera
decomposta em duas parcelas (P; e P,) como mostrado na figura 20, E, € o0 modulo
de elasticidade da mola auxiliar, n,, e E,, sdo as propriedades viscosas e elasticas
do modelo de Maxwell, respectivamente. Sendo assim tém-se:

~
[§¥)
«—
-
-

Figura 20 - Modelo adaptado de Maxwell, carregamento e propriedades dos componentes.

d de 57
EmP1+T]md—tl=Em77mE ( )

Pz == EaE (58)

como P =P, + P,, vem da equacao (57) e (58):

dpP de (59)
E,.P+ nma = E,+E, nma + EEq €

O mesmo pode ser obtido a partir do modelo mostrado na figura 19, tendo a
ilustracdo do carregamento na figura 21, E', € o modulo de elasticidade da mola

auxiliar, n,, e E, sdo as propriedades viscosas e elasticas do componente de Voigt.

Seguindo procedimento semelhante ao anterior, tem-se:
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P
E,

P

Ny

v

Figura 21 - Carregamento do Modelo adaptado de Voigt

/ ar ’ de ’ (60)
(Ea+Ev)P+nvE= E'q nvE+Ean6

se  E'4=E,+E, Ey=Eq 1+% e MoEmEq = NmEpE'q

m

as equacoes (59) e (60) sao equivalentes. O comportamento de mecanismos dos
dois tipos de modelos propostos é matematicamente idéntico, sendo assim, o

mecanismo utilizado pode ser escolhido de acordo com a conveniéncia.
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2.8  Propagacao de Ondas de tensdo em um Sdlido Viscoelastico

Pela teoria de vibracdo de Boltzmann sélidos que obedecem a equacéo (52)
lidam com equacionamentos extremamente complicados de se analisar, pois a
solucdo envolvem equacles integro-diferenciais parciais. Varios estudos foram
apresentados buscando solucionar esse equacionamento. Em 1949, Hillier
considerou que a propagacdo longitudinal de ondas senoidais através de um
filamento viscoelastico e relacionou com os sélidos adaptados demonstrados
anteriormente. Para um solido de Maxwell a relacdo tensdo X deformacédo € dado

pela equacéo (41). E a segunda lei de Newton é:

0*u  do (61)

a?  ox

derivando a equacgao (41) em relacdo a x e substituindo ¢ da equacao (61) obtém-

se:

*u 3u LP 0°u 0 (62)
at> " ox2at T ot?

p

sera satisfeito por uma solucéo do tipo u = A expi(pt — f,x) se f;, = f + ia, sendo

assim:

fi= pp*2E  T1+p2ri+1 (63)

a* = pp*/2E 1+p2172-1

quando p € grande comparado com 1/t, o periodo da onda de tensdo é curto
comparado com o tempo de relaxamento, f2 = pp?/E* assim a velocidade é E/p.
O fator de atenuacao a é p/4Et? e € independente da frequéncia.

O mesmo procedimento pode ser feito para um solido de Voigt adaptado, com

as devidas consideracdes a resposta encontrada seria a mesma.*

4 , . L . L. . ~ .
Os conteudos e figuras apresentados, iniciado em 2 ¢é prioritariamente baseado na referéncia [4].
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2.9 METODO DA SEPARACAO DAS VARIAVEIS [1]

Consiste em representar uma fungdo de duas ou mais varidveis como um
produto de funcBes de uma variavel somente. ISso permite escrever o problema em

termos de EDOs independentes. Assim,

” (64)
uxt = X;x)T;(t)

i=1
Condicoes:
e EDP linear;

e A estrutura da EDP deve permitir a separacao;
o EDP homogénea (deve ser feito adaptacdes para EDPs ndo homogéneas)

2.10 VIBRAQ@ES LIVRES COM AMORTECIMENTO VISCOSO [8]
Pela equacdo (40) é possivel afirmar que uma atenuacdo do movimento
ocorrerd o que diminuira a sua amplitude com o tempo. Supondo uma solucédo do

tipo e"t e derivando duas vezes em relacdo ao tempo, obtém-se a seguinte equagao

(65):

Mr? +nr+E e =0 (65)

Por Bhaskara tem-se

(66)

a solucdo mais geral serd composta pelas duas raizes de (66)

T, t = Cient + Cye™t (67)

Uma interpretacao fisica da equacéo (67) depende da analise do radical da

equacao (66).
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2.11 PROPRIEDADE DE INTEGRAIS COM PRODUTOS DE SENOS E
COSSENOS [5]

. . ~ A 1 kmx
Se for considerado um sistema de funcbes com parametros —sen —=

)

1 kmx
—cos —= pode se provar que:

a+p

nwx mrmx (68)
— sen — sen —— dx = Oy,
P ap p p
1 @*p nmwx mix (69)
- c0s — cos —— dx =0pmn
P a>p p p
1 atp nix mmx (70)
- sen — cos — dx =0
p a—-p

lsen=m

onde S = Osen#m’
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2 MODELAGEM MATEMATICA

Para construcdo considera-se um solido de Maxwell adaptado com uma mola

auxiliar, como mostrado na figura 18, abaixo:

VW

W —F——

Neste caso, a equacao (41) que relaciona tensao e deformacéo é dada por:

00 0%u )

ot oxot T

onde E é o mddulo de elasticidade resultante das molas, ¢ é a tenséo inicialmente
aplicadas, T € o tempo de relaxamento do material e u representa o deslocamento

ao longo da direcéo x. A segunda lei de Newton neste caso € expressa por (61):

0%u _ 0Oc
P o> 0Ox

Compondo estas duas equacfes, a equacéao diferencial parcial que governa a

propagacédo de ondas axiais € representada por (62):

o*u a%u  potu

—E ——=0
a3 0x20t + T 0t?

p

Ressalta-se que neste modelo o comportamento elastico e dissipativo estédo

em paralelo. A solucéo desta equacéo pode ser obtida considerando-se que:

0*u Eazu pou (71)
P oxz " tot Y
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o valor de y é retirado da andlise das condicBes de segunda derivada no tempo e
depende das propriedades viscoelasticas do material.

Neste texto os pontos sobrescritos designaré derivada temporal, sendo assim,
um ponto (u) seria a primeira derivada de tempo de u, para derivada em relagdo a x
podera ser utilizado sinal tipografico (apostrofe), assim sendo, u’ sera a derivada
primeira em relagdo a x e u” sera a derivada segunda em relagao a x, continuando
sucessivamente para as outras derivadas.

O y da equacgdo (71) pode ser uma constante ou uma funcdo de x que

caracterizara um carregamento:

1 (72)
0 =—=
u x, Y
reescrevendo (71):
no Py P Y (73)
u = E u—+ TE u E
Utilizando o método de separacédo das variaveis, pode-se afirmar que:
u x,t =hx +X, x *T,(t) (74)

onde h(x) obedece as condi¢des de contorno ndo homogénea (y).
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2.1 DETERMINANDO TERMO DE ADAPTACAO DO METODO

Considerando, por exemplo, que y seja uma funcéo degrau (A) do tipo:

yx = Ax9x *xP (75)

tal equacionamento pode ser utilizado para uma viga engastada com uma carga

concentrada P em um comprimento L. Como mostrado na figura 22.

Q:.k "ii\_ a
e
H—&a—

Figura 22 - Barra engastada solicitada pela carga P.

Tendo como condicédo inicial do problema proposto na figura 22:

y 0 =0 quandox =0 (76)
y L #0 quandox =1L

Nestas condi¢Bes é possivel determinar h(x):

ALx xP (77)

h” —
X E

Integrando nos dois lados em relagédo a x:

ALx *P (78)

h' x = G dx

Obtendo:
H L,x =P (79)
—————+D



a7

Sendo H a integral de A e D sendo uma constante, para encontrar h(x) € necessario

uma nova integracéo em relacéo a x:

HLx =P 80
hx = —————dx+ Ddx (80)
E
Resultando em:
H' L,x *P (81)
hx =——————+Dx+E
E
as constantes D e E podem ser encontradas aplicando as condig¢des iniciais (76):
H* L0 %P (82)
h0 =——————+D*0+E=0
E
portanto E=0
e
HLL *P 83
KL =——————+D=0 (83)
E
P
portantoD = e
portanto substituindo (82) e (83) em (81) e aplicando para 0>x>L tem-se:
(84)

h0>x>L —P
X =X

logo a condicdo ndo homogénea (y = h(x)) para o problema (71) nas condi¢cbes de

carregamento proposta pela figura 22 foi encontrada em (84).
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2.2 APLICANDO O METODO DA SEPARACAO DE VARIAVEIS

Pode-se partir entdo para as outras parcelas da equacgao (74) como foi
encontrado o termo h(x) segue-se como no caso de uma solucdo de EDP com
condicbes iniciais homogéneas, nesta condicdo ajuda entender a sensacéao fisica

pensar em uma barra engastada sem nenhuma carga aplicada:

ux =X, x *T,(t) (85)
substituindo (85) em (73):
e p p
XATy = ZXnTo + 2= X Ty (86)
Dividindo (86) por (85):
XU (87)

3 | 3

n P P
E T, 1E

para (87) ser verdadeiro os dois lados devem ser igual a umas constante, portanto

pegando a parcela a direita da igualdade:

Xy (88)
X_n = "DPn
neste caso pode-se afirmar pela teoria de vibragao que:
X, = A, cos(p,x) + Bpsen(p,x) (89)
as constantes podem ser encontradas aplicando algumas condicdes iniciais:
X, 0 =0 (90)

Entdo 4,, =0
E
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X”l”l X = pp By cos(pyx) (91)
Para
X, L =0 (92)
cos(pp,L) =0
nm
Pnl = —=
_nm
pn - 2 L

com n sendo um namero impar. Logo:

n
X,(x) = Bysen %x (93)

A parte temporal podera ser obtida igualando também a mesma constante da
equacao (88):

p L o 54
E T, 'tE T, Pn
gue pode ser escrito como:
p
pTy +—Ty = —piET, (95)
P nm 2
an +;T‘n+ Z ETn=0

que é semelhante a equacgdo (40), supondo uma solucdo do tipo e™ e derivando

duas vezes em relacdo ao tempo, obtém-se a seguinte equacao (96):
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2 ! 2 rt — ( )
p) +—-r+ _2 E e == 0
Por Bhaskara tem-se
1 nm 2 ( )
rl 5 = — + R —

a solucdo mais geral serd composta pelas duas raizes de (97)

T, t = Cpe"t+ Dye™t (98)

Na equacédo (98) a resposta vai depender do radical da eq. (97) pode-se ter
trés tipos de radical diferentes, nulo (amortecimento critico), positivo (ndo hé
movimento vibratorio) e negativo (movimento é oscilatorio e amortecido). Neste texto

sera feito para o caso de movimento oscilatério e amortecido. Assim:

nm 2E 1 (99)

2L p 472

sendo assim pode-se definir um q:

. nm 2E 1 (100)
1= 20 p a2
as raizes (97) pode ser escrita como:
(101)



Assim (98) pode ser escrito como:

1 1
— —5-t Liqt —5-t ,—iqt
T, t =Che 2t e'9" + D,e 2t e

onde pode ser utilizado a formula de De Moivre:

1
T, t =e 2t' C, cos qt +isen qt + D, cos qt —isen qt

1
T, t =e 2t C,+D, cos qt + iC,—iD, sen qt
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(102)

(103)

€ possivel trabalhar apenas com variaveis reais se for feito C,, = E, +iG, e D, =

E, —iG,, (103) torna-se:

1

T, t = e 2t

F, cos qt + G, sen qt

Pelas condigdes iniciais pode-se afirmar:

ux,0 =hx +X,x T, 0 =0

ux0 =X,xT,0 =0

T, 0 =0

derivando (104):

1
T, t = —Z—Tet —E,qsen qt + G, qcos qt

(104)

(105)

(106)

(107)



aplicando (106) em (107), tem-se:

portanto (104) torna-se:

1
-t
T, t =e 2t E,cos qt

reorganizando em (105) tem-se:

—-hx =X, x *xT, 0

aplicando (109) no tempo zero:

T, 0 =F,

Substituindo (84), (93) e (111) em (110):

p
2L

agrupando todas as constantes em apenas uma, (112) torna-se:

P g nm
Ex— nSen 2Lx

nm
—Ex=anen —x E,
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(108)

(109)

(110)

(111)

(112)

(113)
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a constante H,, pode ser encontrada utilizando uma série de Fourier:

P _y /[ TH 3m K 5m et H nm (114)
x = Hysen X asen o—Xx sSen o—X nSEN =X

multiplicando os dois lados pelo fator sen %x e integrando para encontrar as

constantes para cadan=m impar, tem-se:

Lp mm
. Exsen oL X X
LH s mu oo LH 3w mm
= sen —X sen ——X dadx sen —X sen ——Xx ax
o 2L 2L 0 2L 2L
+..

Assim para m=1 mostra-se que:

L p T D = H L i s 4
prsen o-x dx = 1Osen S X sen 5-x dx

Pt " o dx=2LH
onsen X dx= 1

p r T
~3IE . xsen ix dx = H;

pelo método de integracéo por partes:




/A

T T T T T
P sen ZL —ﬁLCOS ZL sen Z*O —T*O*COS T*O
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2LE lz l2

2L 2L

T T T
P sen 2— _Z_COS 2—

2LE mZ
2L

_2PL

L =—
m*E

Fazendo o mesmo para outros m’s consegue-se:

m=n
! 2PL
LT TR
3 2PL
Hy = ———
37 (3m)%E
_2PL
> (5m)2E
5
_2PL
7 (7n)%E
7
9 _2PL
7 (9n)%E
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g 2PL
1 (11n)%E
11
g __2PL
BT (13m)%E
13
g 2PL
157 (15m)%E
15

Entdo a constante H, pode ser encontrada para qualquer n impar. Aqui SO
sera feito com n até 15, pois os valores ja serdo muito pequenos neste termo.
Unindo (84), (93), (109) com as constantes encontradas e substituindo em

(74), resulta-se em:
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3 RESULTADOS E DISCUSSOES

Como demonstrado anteriormente, a equacdo (115) representara o
comportamento de uma barra de material viscoelastico engastada submetida a uma

solicitacdo concentrada em seu extremo livre.

P ” 2PL nm 1 nm?E 1

u xt =—=x —————=*Sen ——Xx *e 2T COS — ==

E e (nm)2E 2L 2L p AT?
n=1,s,

Para uma visualizacdo da resposta fisica pode-se pegar um exemplo de um

material que apresente caracteristicas da equacéo (99), ou seja:

n1T2E> 1
2L p~ 4r?

Tomando como base a figura 32, com um L de 10 centimetro e uma carga P
de 1 kN.

R
o
—In-&n—

O material adotado é semelhante ao utilizado em [3] as seguintes

propriedades:

p =20

E = 1280 KN /cm?
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o tempo de relaxamento (t) pode variar de 0,4 % . Logo esse material satisfara as

condicdes da equacéo (99). Assim o deslocamento no tempo sera:

1900ral
1900ral -

1900ral

1900ral
1900ral

1900ral

1900ral

Deslocamento (cm)

1900ral

1900ral
1900ral

1900ra| T T T T T T T 1
1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral

Tempo (s)

Figura 23 - Grafico Deformagéo x tempo, resultado da aplicagéo das propriedades na equacao (115)

O resultado encontrado em [3] é parecido com o encontrado na figura 23, é
necessario ressaltar que na tese foi utilizada uma barra de 100 cm que n&o foi
adotada aqui por ndo satisfazer a (99), porém oferece uma boa comparacéo
qualitativa. O resultado obtido no texto € apresentado na figura 24, onde também

aparece uma simulagdo com tempos de relaxamento menores.

Deslocamentos

ol

—— Analitico para beta = 0.4
Numénco para beta = 0.4
Muménco para beta = 0.1
Muménco para beta = 004

ol 4

o0 - ¥ v ' . .
0 1000 Hda0 3000 4000 5000 &S00 TOO  ROOO SOOd 10000

Te mpsn

Figura 24 — Resultado obtido em [3] para o deslocamento na dire¢do x, a solucédo analitica é a curva
em preto, bem préxima a vermelha.
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Alterando o tempo de relaxamento (t) pode variar de 4 i , COMo mostrado

na figura 25, e comparando com o resultado com T menores mostrados na figura 24,
é possivel ter uma viséo qualitativa da influéncia desse termo para o comportamento

do material.

1900ral
1900ral
1900ral
1900ral N

1900ral \VI VM'
1900ral
1900ral
1900ral

1900ral

1900ral T T T T T T 1
1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral 1900ral

Tempo (s)

Deslocamento (cm)

Figura 25 - Gréafico Deformacéo x tempo, resultado da aplicacéo das propriedades na equacao (115)

impondo um t de 4 E .
S
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4 CONCLUSAO

A modelagem do problema de uma carga de impacto sendo aplicada em um
corpo viscoelastico aponta uma similaridade com os problemas elasticos simples em
gue acdes de dominio atuam no sistema, como, por exemplo, a carga gravitacional.
Entretanto, esta condicdo € obtida por imposicdo de condi¢des iniciais referentes a
inércia do sistema no instante da aplicacdo do carregamento dindmico, é precisa ser
generalizada para casos mais complicados.

Neste texto a modelagem foi feita para uma barra engastada sujeita a uma
carga de tracdo concentrada a uma distancia L da origem, porém os procedimentos
aqui sugeridos podem ser utilizados para quaisquer tipos de carregamento fazendo-
se as modificacdes necessarias.

Tais solucbes servem para embasar os pesquisadores no desenvolvimento
métodos numeéricos, em que é preciso contar com solucdes analiticas para exame
da qualidade dos seus resultados.

Com a difusdo desse tipo de conhecimento e ampliagdo das técnicas de
solucéo de problemas, os engenheiros e fisicos poderdo se motivar a desenvolver e
utilizar polimeros em seus trabalhos, o que amplia a quantidade de materiais para

opc¢ao na construcdo e empreendimentos em geral.



SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Para os proximos trabalhos nessa &rea podem ser feitas:

e Modelagem matematica com cargas diferentes, Cisalhantes ou Flexoras;
e Modelagem matemética com diferentes apoios;
e Solucéo utilizando métodos computacionais;

e Ensaios praticos para conferir validade;
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