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RESUMO

Uma das maiores limitagbes do Método dos Elementos de Contorno (MEC)
encontra-se na modelagem de problemas cujo meio continuo € néo-
homogéneo, casos estes muito comuns nas areas de Geotecnia e Mecéanica
dos Solos. Nas situacbes em que a heterogeneidade € setorialmente
localizada, o uso de sub-regibes consiste no recurso mais eficiente e utilizado.
Em certas situacbes, entretanto, esta estratégia € insatisfatoria, podendo
tornar-se onerosa e inadequada. Infelizmente, ndo h& outras abordagens
diferentes desta no acervo de recursos com Elementos de Contorno, o que
resulta quase sempre na escolha de métodos de dominio, como o Método dos
Elementos Finitos ou o Método das Diferencas Finitas, para tratar esta
categoria de problemas. Este trabalho mostra os resultados obtidos com o
Método dos Elementos de Contorno, usando uma formulacdo alternativa
denominada de Quase-Dupla Reciprocidade. As caracteristicas béasicas da
abordagem tradicional do método sdo mantidas. A variacdo das propriedades
ao longo das direcbes coordenadas, descritas por funcdes conhecidas, €
introduzida junto a cada elemento de contorno. Nenhuma restricdo € imposta
pela formulagdo quanto ao seu tipo ou ordem, garantindo assim a generalidade

do processo.
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CAPITULO |

INTRODUCAO
1.1 COMENTARIOS INICIAIS

Este trabalho de fim de curso consiste do prolongamento de uma pesquisa de
iniciacdo cientifica, na qual foi utilizado um programa de simulagdo numérica
computacional de problemas de Engenharia, empregando o Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Especificamente, os problemas examinados na
atividade de iniciagdo cientifica pertenciam a uma classe, na qual o campo
fisico é escalar, ou seja, aqueles nos quais a variavel basica ou primal é um
tensor de ordem zero, podendo ser representado exclusivamente por um
namero indicativo de sua intensidade, como a temperatura, por exemplo. Na
realidade, existem varias classes de problemas de campo escalar, governados
por equacBes matematicas bem conhecidas como as Equacdes de Laplace, de
Poisson, de Helmholtz, etc. Aqui, foram estudados e simulados problemas
fisicamente associados a tor¢do uniforme em barras prismaticas, a conducao e
conveccao for¢cada de calor em dutos, a tracdo uniforme em barras axialmente
solicitadas; e, ainda, a deflexdo em membranas elasticas planas [1-5]. Todas
as andlises realizadas sé@o bidimensionais ou unidimensionais.

Nesse projeto, a experiéncia anterior foi aproveitada, visando a uma extensao
daquele trabalho de iniciag¢éo cientifica para um outro tipo de aplicacdo que tem
muita importancia na Engenharia de Petréleo, pois diz respeito ao
comportamento de meios continuos ndo homogéneos, caso tipico das
camadas geoldgicas que formam os reservatorios petroliferos e os solos em
geral, no caso de solicitagbes mecénicas, ou térmicas.

O texto inicial foi baseado num conjunto de cinco artigos técnicos escritos para
congressos nacionais e revistas locais, cujos titulos e detalhamento se
encontram na bibliografia [1-5]. Para esse trabalho uma extensdo daqueles

artigos foi realizada, de modo que novos exemplos foram considerados.
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1.2 O PROBLEMA FisSICO

A Engenharia usa hipoteses simplificadoras em seus modelos fisicos e
matematicos para poder viabiliza-los em seus propdésitos praticos. No que
tange ao comportamento mecanico dos materiais constitutivos, € bastante
comum encontrarem-se consideracdes simplificadoras que admitem as
propriedades termomecanicas da maior parte dos materiais como homogéneas
ao longo de toda a sua extensdo. Essa consideracdo € adequada e
aproximadamente verdadeira para muitos materiais, onde a néo-
homogeneidade se situa num nivel microscopico. E o caso dos agos e outros
materiais metdlicos. Numa escala mais ampla; é perfeitamente plausivel
considerar sua constituicdo e suas propriedades fisicas como homogéneas.
Naturalmente, existem excec¢des nesse elenco de materiais com ampla
aplicacao na engenharia.

O primeiro grupo consiste daqueles, nos quais a interferéncia por processo de
soldagem se faz presente. Sdo casos muito comuns e que precisam ser
adequadamente  examinados. O processo de soldagem altera
significativamente a microestrutura do material, fazendo que a hipétese de
homogeneidade seja imprecisa. E muito comum se examinar componentes de
magquinas, estruturas e equipamentos nos quais existem pecas com partes
soldadas, de modo que o dominio seja setorialmente ndo-homogéneo. Os
métodos mais modernos de analise termomecanica em Engenharia — 0s
métodos numéricos que serdo apresentados a seguir — tratam facilmente estes
casos através da insercdo das diferentes propriedades em cada setor.

Um segundo grupo consiste dos materiais compositos. Atualmente, uma boa
parte dos materiais de Engenharia modernos, de arrojada aplicagcéo industrial,
sdo materiais compositos que consistem de um conjunto de fases,
diferenciaveis numa escala dimensional qualquer. Estes sdo compostos por um
conjunto de materiais constituintes, com diferentes propriedades térmicas,
mecanicas e com orientacdes geométricas diversas. Este fato leva a existéncia
de uma heterogeneidade material numa escala dimensional qualquer. A leveza

destes materiais, com a possibilidade de mesclar materiais ndo metalicos com
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propriedades térmicas mais adequadas, faz com que o nimero de exemplos
praticos tenha crescido e se tornado bastante comum, como na industria
aeronautica. Naturalmente, é preciso ter um bom controle do projeto, de modo
a associar adequadamente a orientacdo das direcdes principais de resisténcia
mecanica com as direcbes de solicitagcdo. No entanto, a classe dos materiais
compositos, em funcdo das dimensdes reduzidas das faixas de cada diferente
material, se enquadra como materiais homogéneos néo isotropicos.

Um terceiro grupo compde-se de materiais tipicamente ndo homogéneos, seja
em nivel microestrutural, seja no plano da anélise macroscopica. E o caso dos
solos. O estudo das fundacfes de edificios e estruturas em geral ndo dispensa
0o emprego de modelos que considerem a n&o-homogeneidade do meio
continuo. Critérios especiais para avaliar a resisténcia do solo sob os diferentes
tipos de solicitagdo mecanica sdo utilizados ha muitas décadas, compondo
uma disciplina especifica obrigatéria nos cursos de Engenharia Civil, que é a
Mecéanica dos Solos. Ndo é demais ressaltar a importancia dos problemas de
fundacbes em edificacbes, pois estas podem englobar a andlise de uma
simples habitac&o popular até uma usina termonuclear.

Essa &rea possui uma importante vertente, de maior complexidade, que diz
respeito a analise sismica. Muitas regides sofrem constantemente a acdo de
terremotos. As analises dos sismos e dos seus efeitos sobre as estruturas,
solos ou vias de comunicacdo, representam grandes desafios devido a
complexidade dos fenbmenos associados aos mecanismos de geracao sismica
e de propagacao de ondas em meios heterogéneos. No entanto, os avangos de
conhecimento na ultima década, bem como a experiéncia recolhida durante
grandes sismos que ocorreram recentemente, permitiram reduzir a
vulnerabilidade sismica e, simultaneamente, definir solu¢cdes técnicas mais
arrojadas e mais econdémicas.

Sabe-se, desde ha muito tempo, que a resposta sismica de determinado local €
condicionada pelas condi¢cdes geoldgicas e geotécnicas das formacdes
superficiais existentes no local. Apesar de algumas cidades estarem
praticamente todas cobertas por uma mesma formacdo geologica, as

diferencas de espessura, assim como 0 nivel freatico e outros parametros
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fisicos, podem modificar a sua resposta sismica. Por outro lado, € possivel
prever, do ponto de vista teorico, a resposta sismica de uma cidade, utilizando
uma modelacdo matematica adequada. Para tal torna-se necessario conhecer
0s varios parametros fisicos associados as camadas geolégicas e, em
particular, a velocidade de propagacdo das ondas S, tanto no interior das
camadas mais profundas, como nas camadas superficiais. Em muitos casos,
as formacgbes geologicas superficiais encontram-se cobertas por depdsitos
superficiais espessos (aterros e depositos de vertente), pelo que também é
muito importante determinar as caracteristicas geotécnicas destes depositos.

A caracterizacdo sismica do meio fisico pode fazer-se através da propagacao
das ondas sismicas. Essa propagacdo traduz-se na solicitacdo dos materiais
em niveis de tensdes dinamicas que resultam sua deformacédo. Nesse sentido,
as constantes elasticas dos materiais estdo ligadas as velocidades de
propagacéo das ondas compressionais (P) e de corte (S). Costuma-se admitir
que razdo das velocidades das ondas S e P depende exclusivamente do
coeficiente de Poisson e que a velocidade das ondas S € uma funcédo do
modulo dindmico de corte e da densidade.

Aproveitando o conhecimento técnico e cientifico nesta area, uma outra
aplicacado similar tem ganhado enorme importancia dentro da Engenharia
moderna: a modelagem geotécnica com vistas a prospeccao de petréleo. Os
principios mecéanicos empregados na andlise sismica podem ser
completamente aproveitados na identificacdo de lencois de petréleo, usando
métodos matematicos que oferecam uma expectativa de resposta dinamica
sensivel a sua presenca. Em linhas gerais, sdo feitas experiéncias de campo
nas quais se colhem respostas as excitacdes provenientes de explosfes
controladas. Fazendo simulacdes numéricas correlatas, pode-se inferir a
existéncia de lencois petroliferos pela diferenca de resultados entre as
experiéncias numéricas e de campo. Esta € uma das mais modernas areas na
engenharia atual. Naturalmente, em se tratando do emprego de métodos
numéricos, € preciso haver uma boa representacdo matematica tanto da
dindmica do problema quanto da parte de modelamento da heterogeneidade do

meio fisico.
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Outros materiais representativos desta classe s&o, por exemplo, 0Sso0s,
madeira e 0s materiais com gradacdo de propriedades funcionais (FGM’s).
Esta Ultima categoria tem sido objeto de grandes incentivos e investimento em
pesquisa, particularmente da NASA e de outras grandes empresas que lidam
com empreendimentos arrojados. Os materiais funcionais podem combinar
adequadamente as propriedades térmicas e mecanicas ao longo de sua
extensao, permitindo, ainda, a obtencédo de uma melhor ponderagéo entre peso
e outras propriedades. No projeto de 6nibus espaciais que trafegam a grandes
velocidades, particularmente no seu regresso na atmosfera terrestre, a
utilizacdo de materiais funcionais esta sendo estuda e o proximo grande
desafio consiste em fabrica-los de modo comercialmente viavel, embora
existam outros problemas a serem melhores compreendidos, como 0 seu
comportamento nao-linear. A metodologia apresentada neste trabalho também

se ajusta adequadamente ao modelo requerido pelos materiais funcionais.

1.3 O PROBLEMA MATEMATICO

No contexto atual da Engenharia moderna, cujos problemas séo cada vez mais
complexos, se faz necessario empregar técnicas de solucdo cada vez mais
adequadas ao ritmo acelerado de trabalho das empresas que disputam
competitivamente o mercado, sem dispensar os requisitos de qualidade e
seguranca necessarios a todos os projetos. Assim, € preciso dispor de técnicas
e recursos cada vez mais eficientes e sofisticados. A modelagem matematica é
hoje a mais importante opcao da Engenharia para dar celeridade aos projetos e
evitar testes e experiéncias de campo, ou de laboratério, que sao
extremamente custosas e lentas.

Os problemas nos quais o meio constitutivo € heterogéneo sao destes casos
nos quais € preciso dispor de ferramentas computacionais. Nesta condicao,
usualmente o modelo matematico resulta em equacdes diferenciais parciais
extremamente complexas, sem solucdo disponivel por qualquer método

analitico.
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Nos casos dinamicos , as investigacdes na area de prospeccdo de petréleo e
sismologia, resultam impraticaveis sem os recursos de métodos mateméaticos
aproximados que empregam o computador para processamento de dados e a
obtencéo da solucéo do problema.
O Método dos Elementos de Contorno € uma dessas técnicas modernas de
solucdo de problemas fisicos que podem ser representados por modelos
matematicos. A escolha do Método dos Elementos de Contorno se prende ao
fato deste trabalho estar vinculado a uma linha de pesquisa ja estruturada no
programa de POs Graduacdo do Departamento de Engenharia Mecéanica da
UFES. Algumas justificativas sobre a escolha deste método e maiores
comentarios sobre as caracteristicas das demais técnicas huméricas em geral

sao feitos posteriormente.

1.4 OBJETIVO DO TRABALHO

Este trabalho de fim de curso tem por objetivo avaliar a utilizacdo do Método
dos Elementos de Contorno na modelagem de problemas no qual o meio fisico
continuo ndo é homogéneo.

Essa avaliacdo é feita através de testes de simulagdo computacional, usando
um programa desenvolvido para esta finalidade.

Apesar do maior leque de aplicacdes se concentrar atualmente na area de
dindmica, um estudo preliminar da modelagem da parte estatica se faz
necessario, e é nesse sentido que foi concebido este trabalho.

Verifica-se o desempenho do método comparando seus resultados numéricos
com os valores obtidos na simulacdo de problemas de referéncia, que sao
aqueles que possuem solucdo analitica disponivel. Faz-se a analise de sua
capacidade de convergéncia para a solucdo analitica aumentando-se a
quantidade de pontos de discretizacdo empregados. Os resultados séo
mostrados na forma de curvas considerando o erro médio percentual em todos

0S pontos nodais.
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1.5 MEIOS E RECURSOS

O trabalho foi desenvolvido computacionalmente empregando um cédigo
computacional académico gerado em linguagem FORTRAN, concebido
inicialmente para modelagem de problemas difusivos-advectivos, através de
uma formulacdo denominada de Quase-Dual do Método dos Elementos de
Contorno. Este programa foi adaptado pelo autor para poder representar e
processar problemas de campo escalar ndo-homogéneos. Os problemas
difusivos-advectivos sdo similares aos problemas de meios ndo homogéneos,
de modo que apenas uma subrotina precisou ser adaptada. O ambiente
computacional empregado foi um microcomputador de processador ATHLON
1.3GHz com 256 MB de memoria RAM.
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CAPITULO Il

MODELAGEM MATEMATICA

2.1 EQUACAO DE CAMPO ESCALAR GENERALIZADA

Em termos matematicos, o modelo abordado envolve uma grandeza escalar
como variavel basica do problema e pode ser considerado como um caso
particular de um equacionamento mais geral, pertinente a chamada Teoria de
Campo Escalar.

E interessante apresentar o contexto desta teoria, no qual se inserem alguns
problemas interessantes para a Engenharia. Assim sendo, dentro deste
enfoque, a Equagédo de Campo Escalar Generalizada expressa-se em termos

diferenciais através da forma:
V-(KVu)=A"D"(u)+p (2.1.1)

Onde V é o operador nabla, K é um diadico, u é o potencial, A" sdo escalares e
D" é o operador de ordem n derivada com relacdo ao tempo. No lado direito da
equacao (2.1.1), p € uma funcdo conhecida, enquanto o operador D" soma-se
em n com A, definindo o tipo de problema dependente do tempo que se deseja

considerar, ou seja:
A'D"(u) = 2°u + X 6(u)/ot + 22 6%(u)/ot? (2.1.2)

Assim, as derivadas temporais do potencial para os casos dados pela Equacéo
de Difusdo, Equacdo da Onda e Equacdo de Klein-Gordon, entre outras,
podem ser facilmente contabilizadas no modelo.

Quanto as derivadas espaciais, 0 caso bidimensional mais completo, consiste
da dependéncia do diadico K com o potencial. Nesse caso, chega-se a

estrutura diferencial tipica do problema difusivo nao-linear. Para o caso de
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materiais ndo homogéneos, as propriedades constitutivas dependem das

variaveis espaciais.

V- (Kvu)=lK,,0lu) ox,Jox, +alK polu) ox, o, + el o oxlioxs ) 1 o
+olKp0(u) ox, Yo,
2.2 ALGUNS CASOS PARTICULARES IMPORTANTES

Particularizando-se a equacgao (2.1.3), considere-se que Kiz e K21 sejam nulos,

ou seja, 0 material ndo € homogéneo, mas € ortotropico. Assim:
V- (Kvu)=a[K,0(u)/ax, [ ax, +o[K,a(u)/ox, J/ox, (22.1)

No caso de isotropia local, tem-se Ki1=K22=K(x1, X2). Nesta situagcido pode-se

definir:
La(u) = alK(xy, X, Jo(u)/ax, [ ox, +2[K(x,, x, Jo(u) ox, J/ox, (22.2)
Um outro operador que pode ser obtido a partir da expressao geral retrata um

problema de transmissdo de calor por condugcdo e conveccdo em meio

isotrépico. Neste caso, consideram-se as seguintes hipoteses:

K, =-K,, (2.2.3a)
Ky =Ky =K (2.2.3b)
K = constante (meio homogéneo) (2.2.3¢c)

Desse modo, tem-se:

v (kvu)= K[az(u)/axl2 ; 62(u)/8x22} +[oK, fax, Jolu)ax, +
(2.2.4)

+[oK,, ox, Jolu)ax,
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Admitindo-se que:

0K 15 /X, ==V (2.2.5a)
0K 5, /0%, =V, (2.2.5b)

onde Vx1 e Vx2 sdo componentes da velocidade v de escoamento nas diregbes

X1 € Xz, respectivamente. Assim, chega-se ao operador desejado:
L2(u)= K[az(u)/axl2 +82(u)/6x22]—vx1 lolu)ax, |- v [olu)ax, | (2.2.6)

Constata-se que o modelo proposto guarda obediéncia a condicdo de

incompressibilidade:

OVy, [Ox ==V, [0X, =V -v=0 (2.2.7)

N&o é dificil perceber que existe uma relacédo entre L1(u) e L2(u). Desde que se
faca uma associacdo dos coeficientes da equacédo (2.2.2) com o campo de

velocidades dado pelas equacdes (2.2.5a) e (2.2.5b), na seguinte forma:

OK/ox, =-Vy, (2.2.8a)
OK/Ox, ==V, (2.2.8b)

Outros modelos interessantes e que fazem parte do objetivo do presente
projeto sdo dedutiveis a partir da equacdo geral, segundo a mesma
metodologia, apenas obedecendo a outras simplificacdes. Considere o caso

em gque ocorre difusdo em regime estacionario num meio continuo ortotrépico.



As propriedades fisicas constitutivas sdo constantes ao longo das diregﬁi
coordenadas, mas séo distintas entre si, ou seja:

Ky, =K, =0 (2.2.9a)
Ky =Ky, (2.2.9b)
Neste caso, o operador diferencial fica:

L3(u)=K,, %(u)/ox,® + K,, 8(u)/ox,° (2.2.10)

Nos casos homogéneos em que ha isotropia, o operador precedente simplifica-

se ainda mais, resultando em:
Lalu)=K| 2 (u)ox, +22(u)ox,’ | (2.2.11)

A consideracdo do termo independente p significa fisicamente a presenca das
denominadas acGes de dominio, tais como fontes, sorvedouros, campos

gravitacionais etc. A equacédo de governo posta ha forma:
L4(u)=p (2.2.12)

E conhecida como Equacdo de Poisson, de ampla aplicagdo na area de
eletromagnetismo e mecéanica em geral. No caso mais simples abordado pela
Teoria de Campo Escalar, conhecido como Equacéo de Laplace, a fungéo p é

nula.
2.3 MODELO PARA MEIOS CONTINUOS HETEROGENEOS

Neste trabalho interessa particularmente o caso exposto anteriormente no qual

um meio continuo isotrépico possui propriedades heterogéneas com relacdo as
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variaveis espaciais, ou seja, 0 modelo matematico € representado pelo

operador L1(u)=0. Tal modelo, repetido aqui por conveniéncia, é dado por:
O[K(x,, x, Jolu)/ax, J/ox, +8[K(x,, x, Jo(u)/ax, J/ox, =0 (222)

Considere Q um dominio espacial bidimensional no qual um ponto X qualquer
tem sua posicdo dada por X=X(x1,x2) com relacdo a um sistema de
coordenadas cartesianas. Adotando a notacdo indicial einsteniana, pode-se

escrever a equacao (2.2.2) de modo conciso, na forma:
[K(X)u(X),];, =0 (2.3.1)

Ressalta-se que a funcdo escalar u genericamente pode representar
deslocamento, temperatura ou qualquer propriedade fisica similar.
Normalmente principios fisicos de equilibrio, balanco de energia ou
compatibilidade estéo envolvidos da deducao de equacao anterior.

Para que a modelagem matematica seja bem posta, € necessario prescrever
condicbes de fronteira compativeis com a ordem da equacdo. Assim, 0s
problemas examinados sao constituidos de um dominio Q(X), onde X
representa as variaveis espaciais do campo, delimitado este por um contorno
(X), sujeito a condi¢cBes especificas para cada problema em particular.

Para problemas estacionarios, essas condi¢cdes de contorno sdo dadas por:

u(X)=u para X e I'u (condigéo essencial) (2.3.2a)

K(X)u(X) ;n(X); =q para X € aI'q (condicdo natural) (2.3.2b)

Nas equagdes ,de modo geral, l'u(X) é a parte do contorno pertencente a '(X)
onde sdo prescritas condigbes de contorno essenciais (também chamadas de

condicbes de Dirichlet ou do primeiro tipo) que envolvem diretamente o
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potencial u; de forma complementar, 'q(X) representa as regides da fronteira
onde sdo conhecidas as condi¢des de contorno naturais (também conhecidas
como condigcbes de Neuman ou do segundo tipo) arrolando derivadas do
potencial com relacdo a normal ao contorno. Nestas equacdes T'u(X) e T'q(X)
representam as fronteiras do meio continuo e n(X)i representa o vetor normal
unitario em um ponto qualquer destas. Nos problemas de Mecanica dos
Solidos g adquire o significado de tensdo aplicada no contorno, enquanto nos
casos de transferéncia de calor pode interpretado como um fluxo imposto de

energia difusiva.

2.4 MODELO FiSICO

Neste item €& apresentada a deducdo da expressdo (2.2.2) a partir de
consideracdes fisicas, ou seja, agora 0 equacionamento desejado nédo € obtido
com base em simplificacbes de um modelo matematico geral. Agora se
considera o comportamento de uma grandeza fisica escalar num meio continuo
bidimensional, segundo principios de balanco e conservacdo de massa e

energia.

T q |X2+dX2

—>
q |x q |x1+dx1

XZL’ TquZ

X1

Figura 2.4.1 - Representacao dos fluxos num dominio ndo homogéneo.
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De acordo com a figura 2.4.1, faz-se o balanco de energia:

q|Xl dx, +q|xz dx, +q], dx,dx, = q|x1+dx1 dx, +q|x2+dx2 dx, (2.4.1)

Considerando que a variacdo de energia seja nula e agrupando melhor a
equacao (2.4.1), obtém-se:

]

2.5 LEIS DE FLUXO

—-q

X, +0X,

—-q

X1+dX%;

. }dxl = q‘f dx,dx, (2.4.2)

Cabe ressaltar que a grandeza g, presente em todo o equacionamento exposto
no item anterior, representa uma grandeza que pode ser energia térmica,
massa, deformacdo ou qualquer outra que obedeca a uma lei de formacao
fisicamente conhecida. Por exemplo, no caso de um problema de conducao de
calor, g representaria o fluxo de calor difusivo, dado pela Lei de Fourier, ou

seja:

g =Kk (2.5.1)
on

Nesta ultima equacédo K seria a condutividade térmica, u seria a temperatura e
n a direcdo na qual se examina o fluxo de calor por unidade de area, que
nestes casos se direciona do valor de maior temperatura para o de menor,
justificando o sinal negativo. No caso da percolagdo ou escoamento em meios
porosos, o fluxo é governado pela Lei de Darcy, que descreve o fluxo em
termos de um gradiente do potencial de altura de fluido sobreposto a superficie

porosa ¢. Assim, tem-se:

a, =—K@ (2.5.2)
on
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A difusdo de uma substancia num meio fluido é dada por uma lei semelhante,
denominada Lei de Fick, onde a sua concentracdo C do constituinte representa
o potencial. O fluxo de massa do constituinte por unidade de éarea €

proporcional ao gradiente da concentracao:

q =D& (2.5.3)
on

D é a constante de proporcionalidade. Também nos problemas de barras

axialmente solicitadas existe relacdo similar:

g - (2.5.4)
on

Nesta Ultima equacdo E € o mdodulo de elasticidade longitudinal enquanto u
representa o deslocamento axial. O significado de q é o de tensdao normal
associada. Nos problemas de geotécnica, a maior parte dos modelos de
propagacdo de onda admite um estado de tensdo unidimensional, sob a
hipétese de que a uma certa distdncia do ponto de excitacdo as ondas sao
planas.

Relacbes similares as leis de Fourier, Darcy, Fick etc. também existem nos
problemas de cisalhamento em fluidos e nos problemas de torcdo em barras
prismaticas de quaisquer tipos de secdes transversais, submetidas a torcéo
uniforme.

Aplicando série de Taylor linearizada para qualificar os diferenciais dos fluxos

gue aparecem na equacao (2.4.2) tem-se, na direcao x1, por exemplo:

aq
[q|x1+dx1 _q|x1]:dq|xl =8—X1dX1 (2.5.5a)
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Na dire¢do x2 0 mesmo pode ser feito:

5
[q|x2+dx2 —-d,, ]= dal, = ax—qzdxz (2.5.5b)

Substituindo as equacdes anteriores na expressao (2.4.2) tem-se:

0 0 0 0
{ (Kax—quxl}dx2 +{8X—(Ka—ujdx2:|dxl :q|fdx1dx2 (2.5.6)

OXq 1 2 X2

Cancelando os diferenciais comuns, chega-se finalmente a:

shee)-
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CAPITULO Il

METODOS NUMERICOS

3.1 APLICACAO DE METODOS NUMERICOS

Mesmo nos seus periodos mais remotos, a engenharia nunca dispensou o
auxilio da Matemética, principalmente da sua primeira disciplina, a Geometria,
seja no detalhamento de esbocos e desenhos das constru¢des e também no
sentido de se efetuar pequenos calculos para detalhamento. No entanto, a
grande ferramenta do engenheiro era a experiéncia obtida com a realizacdo de
testes com proto6tipos ou a realizacdo anterior de empreendimentos similares.
No entanto, em funcdo do alto custo de confeccao de alguns protétipos e do
desenvolvimento de outros ramos da matematica, esse panorama mudou
radicalmente nos Ultimas décadas. Cada vez mais se procura projetar
equipamentos, edificacdes e maquinas a partir de modelos analiticos
construidos com rigor matematico.

No entanto, em funcéo da sofisticacdo das demandas da sociedade moderna,
as formulas e equacdes simples que representavam os problemas do passado
e serviam de apoio aos projetos de engenharia cederam lugar a equacgdes
diferenciais parciais, algumas mesmo néo lineares, ou entédo, a sistemas de
equacles diferenciais ordinarias de grande complexidade. O tratamento
matematico que se empregava com vistas a resolver estas equacdes, para
obtencdo de uma solug¢do analitica ou fechada, teve de ser revisto, porque
poucas eram aguelas que conseguiam ser devidamente solucionadas.

Por volta de 1940 surgiu uma ferramenta que revolucionou todos 0s segmentos
da engenharia, assim como também muitas disciplinas cientificas: o
computador. Através desta sofisticada maquina de processamento de
operacOes, algumas técnicas matematicas que estavam estagnadas por
auséncia de recursos que as viabilizassem puderam ser implementadas. Uma

7

destas técnicas é a idéia de discretizacdo, talvez mesmo a mais importante
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delas. Muitos métodos numéricos modernos sédo fundamentados nesta idéia.
Consiste basicamente de uma aproximacdo do dominio continuo por um
conjunto discreto ou finito de pontos que o representem consistentemente. Em
termos matematicos, a discretizacdo acarreta a substituicdo de uma equacéo
diferencial por um conjunto de equacdes algébricas, de facil implementacéo e
resolucdo pelos computadores modernos. Ou seja, gragas aos modernos
computadores, os métodos numéricos ou computacionais, como passaram a
ser conhecidos, atualmente tornaram-se viaveis, confiaveis e amplamente
difundidos.

3.2. PRINCIPAIS METODOS NUMERICOS

Os principais métodos numeéricos disponiveis atualmente sdo baseados na
idéia de discretizacdo, isto €, na substituicdo de um dominio continuo das
variaveis por um conjunto finito de pontos representativos do mesmo. Esta
representatividade € fundamentada em conceitos matematicos e sua
consisténcia pode ser constatada pela concordancia entre os resultados
numéricos e os resultados analiticos (em problemas nos quais esta Ultima
solucdo € disponivel) ou, entdo, para certos métodos, por uma formal
demonstracdo matematica envolvendo a idéia de convergéncia. Pode-se
constatar que o resultado da aplicacdo das técnicas de discretizacdo consiste
na transformacado dos operadores diferenciais por operadores algébricos, faceis
de se resolver computacionalmente.

Dentre as técnicas mais importantes na atualidade pode-se citar o Método das
Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos Finitos (MEF), o Método
dos Volumes Finitos (MVF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Os
trés primeiros sao conhecidos como técnicas de dominio, pois a discretizacéo
se processa em todo o dominio; mas a ultima é uma técnica de contorno, pois
somente a discretizagdo das fronteiras é necessaria.

O MDF é o pioneiro dessas técnicas discretas e cuja idéia € a mais simples,
constituindo-se de uma substituicdo direta dos operadores diferenciais por

aproximacoes na forma de série de Taylor.
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O MEF é fundamentado em principios variacionais e tém atualmente especial
importancia, devido a sua enorme difuséo e receptividade no meio académico e
industrial. E, sem davida, a ferramenta numérica mais empregada e
desenvolvida que se dispfe atualmente.
O MVF é um método relativamente recente, que aproveita e aprimora a idéia
original das diferencas finitas, tornando-o mais preciso. Por isso ganha espago
gradativamente, em particular na area de termociéncias.
Ja o MEC destaca-se gracas a uma série de caracteristicas vantajosas, como a
reducdo de uma dimensdo na representacdo do problema, simplificacdo na
entrada de dados, adequacdo com regifes infinitas, melhor captacdo de
concentracéo de esforgos etc.
A escolha de um método numérico é sempre um ponto discutivel, pois séo
muitas as questdes ai envolvidas e a pesquisa em torno deles esta longe de
cessar. Embora ndo seja o mais popular, o MEC vem se firmando como uma
das técnicas mais precisas e vantajosas. Baseando-se em diferentes principios
matematicos, seja pela formulacéo de residuos ponderados ou pela teoria das
equacdes integrais, numerosas simulacoes ja ratificaram o alcance do método
e sua supremacia em importantes classes de problemas, como 0s casos onde
o campo fisico € de natureza escalar.
O fato é que gracas a esses métodos, atualmente € comum a simulacdo
computacional de problemas dinamicos, tridimensionais, n&o-lineares,
envolvendo condicBes de contorno gerais. Algo completamente inacessivel a
engenharia de cinqienta anos atrés.
Neste trabalho ser4d empregado o MEC para simulacdo computacional dos
problemas, mas qualquer outra das técnicas citadas poderia ser utilizada com o
mesmo propaosito, pois 0 objetivo primordial ndo depende do método numérico

escolhido.

3.3 ADEQUACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Uma das maiores limitagdes do Método dos Elementos de Contorno (MEC)

encontra-se na modelagem de problemas cujo meio continuo € néao-
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homogéneo, casos estes muito comuns nas areas de Geotecnia e Mecanica

dos Solos. Nas situacbes em que a heterogeneidade é setorialmente

localizada, o uso de sub-regifes consiste no recurso mais eficiente e utilizado.

\ P

Figura 3.3.1 - Dominio ndo-homogéneo.

s

Em certas situacfes, entretanto, esta estratégia € insatisfatoria, podendo
tornar-se onerosa e inadequada. Infelizmente, ndo ha outras abordagens
diferentes desta no acervo de recursos com Elementos de Contorno, o que
resulta quase sempre na escolha de métodos de dominio, como o Método dos
Elementos Finitos ou o Método das Diferencas Finitas, para tratar esta
categoria de problemas. Como sera visto a seguir, utilizando-se a formulacao
com Quase-Dupla Reciprocidade as caracteristicas basicas da abordagem via
MEC sdo mantidas. A variacdo das propriedades ao longo das direcbes
coordenadas, descritas por funcbes conhecidas, é introduzida junto a cada
elemento de contorno. Nenhuma restricao € imposta pela formulacéo quanto ao

seu tipo ou ordem, garantindo assim a generalidade do processo.
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CAPITULO IV

O METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
4.1 FORMULACAO BASICA
O ponto de partida para a abordagem pelo MEC [6,7] consiste do
estabelecimento da equacédo de governo (2.3.1) numa forma integral, usando a

solugcdo fundamental u*(§;X) como funcdo auxiliar, resultando na seguinte

expresséo, onde foram omitidos os argumentos por simplicidade:

[(Ku,), u*da=0 (4.1.1)

A aplicacdo do esquema de integracado por partes na equacao anterior permite

reescrevé-la como:

[ (Ku, 19, d2 - [Ku, u*, d2 =0 (4.1.2)
Q Q

A aplicacdo do Teorema da Divergéncia transforma a primeira integral de

dominio numa integral de contorno, na forma:

[Ku,nu*dr - [Ku, u*, d2=0 (4.1.3)
r Q

Usando a definicdo expressa na equacéo (2.3.2a) e (2.3.2b), pode-se escrever:

jqu*dl‘—IKu,iu*,idQ:O (4.1.4)
r Q
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Aplicando mais uma vez o esquema de integracdo por partes, junto a integral

de dominio existente, tem-se:

_[qu *dr —_|.(Kuu*,i ), dQ+ J.u(Ku*,i ), dQ2=0 (4.1.5)

Empregando o Teorema da Divergéncia uma vez mais, agora na primeira

integral de dominio da equacéo anterior, chega-se a:

jqu*dF—IKuu*,i nidF+Iu(Ku*,i),idQ:O (4.1.6)
r r Q

Desenvolvendo a derivada do nucleo da ultima integral de dominio, a equacao
(4.1.6), torna-se:

Q=0 (4.1.7)

'fqu *dl“—J.Kuu*,i nid1“+.[uK,i u*,; dQ+_[uKu*
r r Q Q

Considera-se uma solucdo fundamental tradicional, associada a um problema
governado pela Equacédo de Poisson, onde uma carga concentrada unitaria €
aplicada em um ponto fonte £ de um dominio espacial infinito, ou seja:

u*, (5 X) = —A(E X) (4.1.8)
Cuja solucao é dada por:
U*(EX) = 2, nlr(& X)) (4.1.9)

Também é estratégico definir:

q* (& X) = Ku*,; (& X)n, (4.1.10)
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Nas equacbes precedentes r é a distancia entre o ponto fonte £ e um ponto
genérico X do dominio, chamado ponto campo.
Substituindo a equacéo (4.1.8) na ultima parcela do lado esquerdo da equacgéao
(4.1.7) e utilizando a definicdo (4.1.10), tem-se:

'fqu *drr - _fuq *dI™ + _[uK,i u*,; dQ —c(&)u(g) =0 (4.1.11)

A constante c(&) refere-se as possibilidades do ponto fonte situar-se no interior
ou fora do dominio Q, assim como no contorno I', 0 que resulta em valores
distintos, conforme pode ser obtido na literatura especializada.

A Unica integral de dominio restante serd transformada numa integral de

contorno através do procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade.

4.2 APLICAQAO DA TECNICA DA QUASE-DUPLA RECIPROCIDADE

O procedimento da Quase-Dupla Reciprocidade [8,9] € uma estratégia similar
aquela criada por Nardini e Brebbia (1982). A Quase-Dupla Reciprocidade

aproxima o nucleo da integral de dominio da equacdo (4.1.11) através da

seguinte sentenca:
b=uK,i§agj\pg},i =ocg,ng)i (4.2.1)

A forma diadica das fun¢des auxiliares y e n utilizadas deve-se a aspectos
operacionais [8,9] . Substituindo a equacao (4.2.1) na integral de dominio da

equacao (4.1.11), tem-se:

.[uK,iu]i *dQ;agJ.\pg)‘iu*‘idQ (4.2.2)
Q Q

Uma vez mais, usando integragéo por partes:
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(xfjj.\uf)‘iu *dQ = oc”(\ug)u *:),dQ — a”wéu *dQ (4.2.3)
Q Q Q

Aplicando o Teorema da Divergéncia e usando a mesma solu¢cao fundamental

€ possivel reescrever a equacao anterior na forma:

o fyhu*d=al[ylu, ndl+alc@)w) (@) (4.2.4)
Q r

A expressao completa fica:

[aqu*dr - [ug*dr —c(&)u(g) + ol [ whu; ™n,dr + obc(@)yl (&) =0 (4.2.5)

4.3 DISCRETIZACAO ESPACIAL

Com a obtencéo da equacao integral, h4 necessidade de se trabalhar com a
formulacdo do MEC como técnica numérica, 0 que consiste em discretizar a
equacdo integral e formular um sistema matricial que sera resolvido
computacionalmente.

Para que se possa fazer a discretizacdo, 0 primeiro passo consiste em

considerar-se o contorno I'(xX) composto por elementos distintos:

F(X)z L+, +..+T, :iE:Fi(X) (4.3.1)

i=1

Sobre tais elementos sdo definidas as variacbes da grandeza basica ou sua
derivada normal em funcao de valores em determinados pontos. Esses pontos
sdo denominados pontos nodais ou nods, pontos estes que se posicionam de
diferentes maneiras, em fung&o da ordem da interpolacéo e outros aspectos.

A forma mais simples de aproximacao consiste em considerar o ponto nodal
centralizado e admitir a hipotese de que nao ha variacao do valor calculado no

né ao longo de todo o elemento de discretizacdo. Este procedimento é
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denominado interpolacdo constante. De modo similar podem-se adotar
discretizagbes onde os nds estdo situados em outras partes dos elementos e
também considerar variagdes da grandeza basica entre os pontos nodais.

As interpolacbes dos valores nodais sobre cada um dos elementos se

caracterizam matematicamente através do arranjo matricial:

u(X,)=Nu’ (4.3.2a)

q(X;)=NQ' (4.3.2b)

onde U representa os valores nodais da condi¢do essencial, e Q" representa

a condicao natural. A matriz N contém as funcdes de interpolagdo e n indica um
dado ponto nodal ao longo do elemento i de coordenadas X.

No caso de elementos retilineos constantes, usados neste trabalho, a matriz N
degenera-se num escalar unitario, o que significa que os valores de u(Xi) ou
g(Xi) em cada ponto nodal séo extrapolados para todo o elemento ao qual
pertence.

A conformacdo geométrica dos elementos de contorno também pode ser
adaptada segundo as necessidades de melhor representacdo do dominio fisico
do problema. Os elementos retilineos sdo os mais simples e empregados;
porém, existem elementos quadraticos, cubicos e de ordem ainda superior.
Depois que a equacao integral é discretizada, usando as equacgbes (4.3.1),
(4.3.2a) e (4.3.2b), é de praxe utilizar técnicas numéricas aproximadas para
calculos das integrais resultantes, como a quadratura de Gauss. A
implementagdo das etapas anteriores resulta na transformagdo do modelo

diferencial dado na equacéao (4.2.5) num sistema matricial do tipo:

HU - GQ - H¥0 =0 (4.3.3)

E possivel eliminar o vetor o na equacgdo anterior através da seguinte

substitui¢ao:
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o =[n]"b (4.3.4)
Desta forma, pode-se escrever, finalmente:
[H-M]JU=GQ (4.3.5)
Devido ao volume de dados e operagbes algébricas, todos esses
procedimentos descritos sdo codificados e efetuados através de comandos

computacionais, implementados num programa especifico, escrito em
linguagem FORTRAN.
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CAPITULO V

SOLUCAO E ANALISE DE PROBLEMAS

5.1 BARRA UNIAXIALMENTE TRACIONADA

Considere uma barra de secdo constante, engastada numa extremidade e
tracionada na outra, constituida de um material cujo modulo de elasticidade
longitudinal varia ao longo do comprimento da mesma, de acordo com a

seguinte equacéo:

(5.1.1)

E(X1)=E0 +EO%ZE0[L+mX1j

L

Na equacdo (5.1.1) m € um parametro de controle de rigidez. As dimensdes da
barra sdo de 1,0 x 1,0 unidades de comprimento (u.c.) e € prescrito
deslocamento nulo na face engastada. As faces superior e inferior ndo sofrem
com a acdo de forcas, por isso ndo se deformam, assim, prescreve-se que
nestas regides a deformacéo seja zero (¢ = 0). Além disso, conhecendo-se 0
modulo de elasticidade Eo = 1,0Pa e a tensdo de solicitacdo barra o = 1,0Pa
(defini-se valores unitarios de forma a se simplificarem as simulacdes),
prescreve-se também a deformacao na face lateral solicitada, de valor unitario
(eo = 1). A figura 5.1.1, mostrada a seguir, ilustra as caracteristicas fisicas e

geométricas do problema em questao.
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Eo=1,0 Pa

€=1,0

Xy
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L=1,0u.c.
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Figura 5.1.1 - Caracteristicas fisicas e geométricas da barra.

A funcdo que descreve o0s deslocamentos da barra ao longo do seu

comprimento é expressa por:

ulx, )= solllem) LN(LJFFXlJ (5.1.2)

m

A simulacdo numérica do problema é feita através de modelos discretos, nos
quais o contorno da barra é substituido por elementos de contorno retilineos
constantes. Inicialmente foi escolhido o valor da constante m igual a unidade e
dai entdo realizada uma bateria de testes usando malhas com diversas
guantidades de elementos de contorno. Para o contorno foram utilizadas
malhas com 08, 16, 32, 64 e 128 elementos de contorno (e.c.), de forma que se
possa verificar a convergéncia do método com o refinamento. As figuras

5.1.2(a), (b), (c), (d) e (e) representam as malhas utilizadas.
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Figura 5.1.2 - (a) Malha com 08 e.c., (b) Malha com 16 e.c.,

(c) Malha com 32 e.c., (d) Malha com 64 e.c., (e) Malha com 128 e.c.

Para cada malha de elementos de contorno resolve-se o problema utilizando
00, 01 e 03 pontos internos interpolantes (p.i.). As figuras 5.1.3(a) e (b), a

seguir, exemplificam as malhas com 128 e.c. com 01 e 03 p.i.
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A

A AS S o a L L o s s o s s AL s s s s s s s s o e o L o L e s A s s o a s

Figura 5.1.3 - (a) Malha com 128 e.c. e 1 p.i., (b) Malha com 128 e.c. e 3 p.i.
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O grafico mostrado na figura 5.1.4 mostra a curva de erro médio percentual
para o calculo dos deslocamentos nos pontos nodais situados ao longo da
coordenadas x1 em fungédo da quantidade de pontos nodais ou elementos de

contorno empregados.

10

Erro Médio

0,26

8 16 32 64 128
N° E.C.

Figura 5.1.4 - Erro médio percentual dos valores de deslocamento ao longo do

comprimento.

Com a apresentacdo da figura 5.1.4 € possivel identificar a bons resultados
alcancados com o refinamento da malha, o erro médio obtido a partir da malha
de 64 e.c. € de menos de 1%.

Na formulacdo da Dupla Reciprocidade [10,11] tradicional é muito comum
introduzirem-se pontos internos interpolantes (p6los) para melhorar a
representacdo das propriedades fisicas no interior do dominio e
consequentemente melhorar a precisdo das simulacdes. No caso da Quase-
Dupla Reciprocidade, este recurso ndo é necessario, como se pode observar
pela precisdo obtida, nem mesmo € eficaz para aprimora-la. Na tabela 5.1.1
apresentam-se os resultados do erro médio percentual no caso da introducéo
de diferentes quantidades de pontos interpolantes nas diversas malhas

utilizadas para as simulagdes computacionais.
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Tabela 5.1.1 - Influéncia dos Pontos Internos no erro médio das diversas

malhas.

Erro médio com

0 Pontos Internos (%)

Erro médio com

1 Ponto Interno (%)

Erro médio com

3 Pontos Internos (%)

08

16

32

64

128

6,16
2,87
1,29
0,58

0,26

5,89
2,87
1,29
0,58

0,26

5,84
2,86
1,29
0,58

0,26

Realizados os testes com relacao ao refinamento das malhas e com a incluséao

de pontos internos interpolantes, ainda se fez necessario mais uma simulacao.

Desta vez torna-se importante conhecer a precisdo do método com a variacao

da constante m. Neste teste seguinte, toma-se a malha mais refinada, com 128

pontos nodais, e varia-se o valor de m, tornando mais acentuada a variagcao do

modulo de rigidez. O erro médio percentual no calculo dos deslocamentos ao

longo da barra pode ser observado a seguir através da figura 5.1.5.

Erro Médio

05

04
0,3
0,2

0,1 -

0,0

0,45
0,35
k
0,26 029
1 2 5 10

Valor da constante m

Figura 5.1.5 - Comportamento do erro com a variagao da constante m.

A figura 5.1.5 mostra um certo aumento do erro médio percentual, de acordo

com a variacao da constante m, conforme esperado. Este erro, porém, mesmo



42
com um valor de 10 para a constante m ainda € muito baixo, mostrando assim
uma boa eficdcia do método para variacdes mais criticas da elasticidade da

barra.

5.2 DIFUSAO BIDIMENSIONAL COM CONDUTIVIDADE TERMICA
VARIAVEL-1

Considere um problema de difusdo bidimensional no qual a condutividade
térmica é variavel. As condicBes de contorno deste problema sdo unicamente
do tipo Dirichlet, ou seja, apenas temperaturas sdo prescritas na fronteira. A
configuragdo geométrica apresentada € a mesma utilizada anteriormente, ou

seja, dominio de dimensfes 1,0 x 1,0 (u.c.), conforme mostra a figura 5.2.1:

X2
| X1

Figura 5.2.1 - Representacao geométrica do problema.

A equacdo de governo deste problema é:

2 2
0°0 K89 oK 89+6K 00 _0

K—+ s ——+——
OX, OX,”  OX; OX;  OX, OX,

(5.2.1)

As temperaturas sdo prescritas em todo o contorno, e dadas pela seguinte

expressao:
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0 = hurBe (5.2.2)

Por sua vez, a condutividade térmica é:

K =g A (5.2.3)

Pode-se constatar que os valores de K e 6 sdo tais que obedecem a equacgéao

diferencial parcial dada por (5.2.1). Da solucdo analitica deste problema

resultam valores de fluxo de calor variando da seguinte maneira:

0 pgAnenx, (5.2.4a)
OX,
9 _ gemuren (5.2.4b)
oX,

A simulacdo numérica feita utilizando-se malha de 16, 32, 64 e 128 elementos
de contorno (e.c.) Dessa maneira avaliou-se o comportamento do método com
refinamento do contorno. Para esses testes iniciais admitiram-se os valores de
A e B unitarios e assim foram realizados os testes com as diversas malhas. As

malhas utilizadas sdo mostradas nas figuras 5.2.2(a), (b), (c) e (d).
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Figura 5.2.2 - (a) Malha com 16 e.c., (b) Malha com 32 e.c.,

(c) Malha com 64 e.c. (d) Malha com 128 e.c.

Para avaliar a eficacia do método de acordo com o refinamento da malha foi
obtido o grafico da figura 5.2.3, que mostra o erro médio percentual de cada
malha para o calculo dos fluxos de calor nos pontos nodais, em funcdo da

guantidade elementos de contorno empregados.

10

6 5,32

4 - 2,65

Erro Médio

1,35
2 1 0,69

0 T T T
16 32 NOE.C. 64 128

Figura 5.2.3 - Erro percentual nos valores de fluxo de calor bidimensional.
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Diante desses resultados observa-se um bom desempenho do método a partir
da malha de 64 e.c. e, obtendo-se um erro médio de menos de 1% com malha
de 128 e.c.
No préximo teste tomou-se a malha com 64 elementos e variaram-se 0S
valores das constantes A e B, de forma que estas tenham o mesmo valor,
fazendo com que o gradiente de temperatura fosse mais acentuado. A figura
5.2.4 apresenta o erro meédio percentual para o calculo dos fluxos, onde se nota

que tal erro € uma constante de acordo com a variacao das constantes A e B.

5
4
i)
g 3
= © 5 % % 5 % % 5 %) © %) %
g 21 N N NG N N N N NG N N NG NG
L e —o * ——o—
0 T T T T T T T T T T T
A=1 A=2 A=3 A=4 A=5 A=10 A=11 A=12 A=13 A=14 A=20 A=50
B=1 B=2 B=3 B=4 B=5 B=10 B=11 B=12 B=13 B=14 B=20 B=50

Valor das constantes

Figura 5.2.4 - Erro médio percentual com a variacdo das constantes.

O valor um pouco acima de 1% deve-se a computacdo de maiores valores de
erro nos cantos, devido as funcdes de interpolacdo globais empregadas na
Quase-Dupla Reciprocidade, pois ha descontinuidade no valor dos fluxos
nestes cantos. Nao fosse esse problema, verifica-se o bom desempenho da

formulacdo para valores das constantes A e B até cinquenta.

5.3 DIFUSAO BIDIMENSIONAL COM CONDUTIVIDADE TERMICA
VARIAVEL-2

Considere um problema de difusdo bidimensional com um campo de

temperaturas varaveis e com a mesma configuragcdo fisica e geométrica
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apresentada no exemplo resolvido anteriormente, ou seja, com as condi¢cdes
de contorno deste problema unicamente do tipo Dirichlet, ou seja, apenas
temperaturas sdo prescritas na fronteira. A configuragdo geométrica apresenta
um dominio de dimensdes 1,0 x 1,0 (u.c.). Agora, porém, o campo de

temperatura varia de forma diferente, de acordo com a seguinte equacao:

0 =g (5.3.1)

Por sua vez, a condutividade térmica é:

K =g e (5.3.2)

Os fluxos de calor variam da seguinte forma:

N AXx, e~ (5.3.3a)
OX,
D _ Axe e (5.3.3b)
oX,

A simulacdo realizada para este exemplo segue os mesmos moldes do
exemplo anterior, sendo este iniciado escolhendo o valor da constante A igual a
um e realizando as simula¢cdes com malhas de 16, 32, 64 e 128 elementos de
contorno(e.c.), para verificar a convergéncia do método dos elementos de
contorno com o refinamento. O grafico apresentado na figura 5.3.1 mostra o
erro medio percentual para o fluxo de calor nos nos, em funcéo da quantidade

de elementos de contorno.
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Figura 5.3.1 - Erro médio percentual com o refinamento da malha.

Neste exemplo, devido ao maior rigor dos gradientes de variagdo da
condutividade térmica, os j& comentados erros nos cantos foram amplificados.
Os testes seguintes foram realizados para mostrar a precisdo do método com a
variacdo da constante A, para mostrar isso foi utilizada a malha com 64 e.c. de

refinamento. A figura 5.3.2 mostra estes resultados.

10

8 E
o 5,73 5,73 5,73 5,73 5,73
o 87 PN . . > *
b
e 4
L

2 E

0 T T T T

A=1 A=2 A=3 A=4 A=5
Constante

Figura 5.3.2 - Erro médio percentual com a variagdo das constantes.

Novamente houve uma estabilidade no valor dos erros percentuais cometidos,

nao obstante o aumento do gradiente de variacdo das propriedades. No
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entanto, o0 mesmo problema verificado no exemplo anterior foi identificado:

grandes erros sdo cometidos nos valores de fluxo nos cantos.

5.4 DIFUSAO BIDIMENSIONAL COM CONDUTIVIDADE TERMICA
VARIAVEL-3

O terceiro problema também é sobre difusdo bidimensional com um campo de
temperaturas varaveis, apresenta a mesma configuracdo geométrica mostrada
nos exemplos resolvidos anteriormente, com as condic6es de contorno do tipo
Dirichlet, ou seja, apenas temperaturas sao prescritas na fronteira. A
configuracdo geométrica apresentada é de um dominio de dimensdes 1,0 x 1,0
(u.c.). Agora tal é governado por outro campo de temperatura especifico que

varia de acordo com a equacao:

0= +e% (5.4.1)

Por sua vez, a condutividade térmica é:

K =g (5.4.2)

Sendo os fluxos de calor variando da seguinte maneira:

N _ e (5.4.3a)
0X,
N _ e (5.4.3b)
oX,

Foi realizada uma bateria de testes para verificar a convergéncia dos valores
numericos com o refinamento das malhas. Os resultados séo apresentados na
figura 5.4.1.
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Figura 5.4.1 - Erro médio percentual com o refinamento da malha.

Este problema apresentou ainda maiores dificuldades numéricas do que os
casos precedentes, pois o erro médio percentual ainda foi maior do que

naqueles exemplos.
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CAPITULO VI

CONCLUSOES

O Método dos Elementos de Contorno carece de boas formulacdes para tratar
de problemas ndo homogéneos, especialmente porque € uma técnica de
contorno. Considerar variagcdes de propriedades em seu interior € sempre uma
dificuldade primordial. Situacdo na qual os métodos de dominio, como 0s
Elementos Finitos e Volumes Finitos ndo promovem maiores dificuldades.

Para resolver problemas setorialmente ndo-homogéneos ha o recurso das sub-
regides; no entanto, para variacbes gradativas de propriedades ndo ha
formulagBes competitivas para compor alternativas frente a outros métodos.

A formulagdo do método dos elementos de contorno com a técnica da Quase-
Dupla Reciprocidade trata a ndo-homogeneidade fisica como se fosse uma
acdo de dominio e a influéncia da sua variacdo € computada em cada
elemento de contorno que é analisado. Empregaram-se elementos de contorno
constantes nesse trabalho. Assim, pelo fato das propriedades néo variarem ao
longo de cada elemento, exigiu-se a introducdo de uma boa quantidade de
pontos nodais para niveis mais elevados e satisfatorios de precisdo nos casos
em que houve gradientes acentuados de variagdo. No entanto, o desempenho
geral em todos os problemas apresentados foi satisfatério para a utilizacédo
deste método em engenharia, embora haja necessidade de maiores pesquisas
para melhorar alguns resultados que foram apenas razoaveis.

A utilizacdo de elementos de contorno com interpolacao linear ou quadréatica
poderiam trazer taxas de convergéncia mais acentuadas e erros menores. Com
ISS0, 0s resultados seriam mais precisos.

Melhores testes, usando outras funcdes de interpolagéo, talvez trouxessem
maior esclarecimento sobre o problema de convergéncia de valores nos
cantos. Deve-se ressaltar, entretanto, que os exemplos abordados foram
académicos e que as descontinuidades de fluxo ndo sdo sempre comuns em

problemas praticos.
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De qualquer modo, o desempenho apresentado neste trabalho justifica o
investimento de pesquisa nesta formulacdo, tendo em vista também sua
simplicidade, seu baixo custo computacional e a possibilidade de acoplamento
imediato com algumas outras técnicas do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) que facilitariam a simulacdo de problemas dinamicos associados a
problemas de propagacéo de ondas.
Esta dltima categoria de problemas tem sido objeto de enorme atengdo por
parte de diversos centros de pesquisa, usando outros métodos numericos. Os
casos em que se pesquisa o0 comportamento de materiais funcionais também é

outro campo importante de aplicacdo para o contetdo desse trabalho.
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