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RESUMO

Este trabalho tem como objetivo desenvolver um codigo numérico para
solucionar as equagdes bidimensionais de Navier-Stokes usando o método dos
volumes finitos aplicado em uma grade estruturada para completar o
desenvolvimento de um programa que solucione problemas complexos de
engenharia e da fisica. Para tanto foram realizadas simulagdes numéricas do
escoamento em uma cavidade quadrada com trés dos métodos mais
conhecidos de solucado do acoplamento pressao-velocidade, SIMPLE, SIMPEC
e SIMPLER. Os métodos foram avaliados mediante a variacdo do numero de
pontos nodais da malha, do numero de Reynolds do escoamento e do numero
de Courant. As simulacdes apresentaram resultados relevantes, e indicaram
que o método SIMPLEC foi o mais consistente nas condicdes propostas. Uma
demonstracdo do potencial do método SIMPLEC é apresentada no final do
trabalho em uma analise fisica do escoamento na cavidade quadrada, onde foi
analisada a influéncia do nimero de Reynolds na disposicdo dos campos de
velocidade e de pressdes. Observou-se que a variacao do numero de Reynolds
pode alterar bastante a fisica do problema, modificando a formacéao do vértice e
das recirculacées do escoamento.

Palavras-chave: Cavidade, SIMPLE, SIMPLEC, SIMPLER.
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1 INTRODUGAO

A experimentacdo foi, durante longo tempo, o Unico instrumento de
investigacao utilizado no estudo do movimento dos fluidos. A partir dos anos
60, o notavel avanco dos computadores e sua crescente disponibilidade nas
universidades e centros de pesquisa estimularam o desenvolvimento de
cédigos computacionais voltados para a simulagdo numérica de escoamentos

de fluidos.

Os métodos de solucdo das equacdes de Navier-Stokes evoluiram
consideravelmente, transformando estes programas em instrumento de
inestimavel valor para a analise de problemas de mecanica dos fluidos e
transferéncia de calor. Existe uma série de cédigos computacionais comerciais
disponiveis, como o CFX e o Fluent, ambos da ANSYS, que sdo cdédigos
fechados e, muitas vezes, de dificil utilizacdo com relacdo a alteracdo da

modelagem fisica matematica original.

Apesar de um 6étimo embasamento teérico, a maioria dos livros ndao aborda
todos os detalhes necessarios para implementar um algoritmo que resolva as
equacbes governantes do problema, em especial 0 campo de velocidades de

um escoamento.

O estudo, aqui em parte apresentado, foi iniciado a fim de permitir uma
pesquisa mais aprofundada e maior conhecimento do método dos volumes
finitos, disponibilizando toda a formulagdo matemdtica, fisica e numérica

envolvidas para desenvolver um codigo aberto e de facil manipulacéo.

A fase mais complexa dessa pesquisa foi a escolha e implementacao do
método numérico para solugdo do acoplamento pressao-velocidade. Diante
desse desafio foi desenvolvido um cédigo numérico para solucao das equacgdes
bidimensionais de Navier-Stokes usando trés dos métodos numéricos mais
conhecidos para solucdo do acoplamento pressao-velocidade (SIMPLE,
SIMPLEC e SIMPLER), esses métodos foram avaliados para saber qual é o
mais adequado para dar continuidade ao desenvolvimento do projeto proposto

inicialmente.
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Para elementos de comparagao, pesa a simplicidade, entdo, optou-se por
implementar os métodos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER com abordagens
simples para a funcado de interpolacdo (Upwind), solucdo do sistema de
equacobes algébricas (Método iterativo de Jacobi) e discretizagdo temporal
(Formulacao totalmente implicita). Também se optou pela chamada cavidade
aberta, que apresentam uma geometria muito simples, contudo o escoamento
em seu interior reune fendmenos bastante complexos, o que favorece uma

analise rigorosa do comportamento dos cédigos analisados.

Neste trabalho, o escoamento dentro da cavidade usa razao de aspecto 1:1 e
malha estruturada com coordenadas ortogonais para realizar a investigacao

numérica de cada método.
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2 OBJETIVOS

O estudo da disciplina dindmica dos fluidos computacional foi iniciado com o
objetivo de desenvolver um programa que use técnicas numéricas, em especial
o método dos volumes finitos, para a solugcdo de problemas complexos de
engenharia e da fisica, tais como o escoamento de fluidos com ou sem
transferéncia de calor que esta envolvido praticamente em todos 0s processos
de producdo de energia, nos fendmenos ambientais, nos equipamentos
térmicos, etc. E proporcionar uma simulacdo numérica desses escoamentos
que ajude o entendimento e a quantificagdo do fenémeno facilitando as

pesquisas desenvolvidas nessas areas.

No decorrer do desenvolvimento do programa foi levantada a necessidade de
desenvolver e escolher, dentre os métodos existentes, um cédigo numérico

para solucionar o acoplamento pressao-velocidade de um escoamento.

Este trabalho tem, entdo, como objetivo desenvolver um codigo numérico para
solucionar as equacgdes bidimensionais de Navier-Stokes e fazer a avaliagdo do
desempenho dos métodos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER, ao aplica-los ao
caso teste da cavidade aberta e avaliar qual deles é o melhor para dar

continuidade ao desenvolvimento do programa proposto inicialmente.
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3 FUNDAMENTOS FiSICOS E MATEMATICOS DO
MOVIMENTO DOS FLUIDOS.

A seguir, sdo apresentadas as deducdes das equacgdes de conservacao da
massa e da quantidade de movimento em uma forma mais detalhada que ajude
o entendimento das proprias equagdes, bem como da aplicagao das mesmas
em nivel discreto para volumes elementares. A equagao da conservacao da
energia é apresentada no APENCE A, como material informativo.

3.1 EQUACAO DA CONSERVACAO DA MASSA

No interior de um fluido em movimento é escolhida uma porcdo de massa

deformavel no tempo ilustrada na figura abaixo:

¥C() VC(t +df)

Figura 3-1 — Deslocamento de uma da porcao de massa no espaco e tempo. Onde

VC representa o volume de controle contendo uma massa M do Fluido.

O principio fisico da conservacao da massa estabelece que a massaM de um
volume de controle ndo varia no tempo a medida que o volume se descola pelo

espaco. Esse principio pode se expresso pela equacao abaixo:

dﬂ] 0 (3.1)
dt Sistema

Onde



Mxistema = J.dm = J.pdV (32)
M (sistema) V- (sistema)
Ento:
d
— | p.d¥ =0 3.3
L @2

Devida a dificuldade em se acompanhar uma quantidade de massa que segue
com o escoamento, 0 método de analise de matéria fixa (método Lagrangiano)
sera transformado para um método de andlise mais simples que analisa as
propriedades fisicas da matéria em um volume fixo no espaco, ou seja, 0
observador pode obter as informacbes necessarias sobre o escoamento
olhando apenas para um volume fixo enquanto a massa flui através de sua

superficie (método Euleriano).

A mudanca de método descrita acima pode ser alcancada ao se aplicar o
Teorema dos Transportes de Reynolds que estabelece a correspondéncia
entre uma propriedade de uma porcdo fixa de massa na referéncia

Lagrangeana e a equivalente na referéncia Euleriana.

D 0 -
—=— dV-+ | p.plu.n)d$ 3.4
b atjj’/” ipﬁ(un) (3.4)
Entdo aplicando o Teorema dos Transportes de Reynolds para a equacéo
anterior:

d

a - -
Evj;p.degvjcp.dV+§[ch-dA:0 (3.5)

O Teorema da Divergéncia ou de Gauss indica que para um volume delimitado
por uma superficie fechada arbitraria, tomando-se em cada ponto da superficie

a normal externa, tem-se:

[ 7i)as = [v-dav (3.6)

3C

Assim, a equacgéo da conservacao da massa pode ser escrita como:
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d d .
Evjcp.dvza—tvjcp.dwvjcv-u.dv:o (3.7)

De forma que o volume é fixo no espago e tempo, pode-se afirmar que a
derivada temporal da integral da densidade no volume é igual a integral da
derivada temporal da densidade no volume de controle, logo:

4 p.dvzjaa—pdmjv-ﬁ.dv:o (3.8)
¥C

dt o Ot

Agrupando os termos em uma sé integral:

jB—pw-ﬁ}dv:o (3.9)

veL Of

Que representa a forma integral da equacao da conservacdo da massa, ou

equacao da continuidade.

Em contra partida, como o volume de controle € um volume qualquer, a

equacao pode ser escrita da seguinte forma:

9P v =0 (3.10)
ot

Que representa a forma diferencial da equacao da continuidade.
3.2 EQUACAO DA CONSERVACAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

No interior de um fluido em movimento é escolhida uma porcdo de massa

deformavel no tempo ilustrada na figura abaixo:



22

/f'
l g
— >
P
vC () VC(t +df)

Figura 3-2 — Deslocamento de uma porcao de massa no espaco e tempo.

De acordo com a Primeira lei de Euler a resultante das forgas que agem em um
corpo é igual a taxa de variacao da quantidade de movimento deste corpo em

relacao ao tempo.

ﬁ:ﬁj (3-11)
dt Sistema

A quantidade de movimento do sistema em questdo pode ser escrito na forma:

Sistema
M (Sistema)

Pyyoe = |Udm= [ pUidv (3.12)
¥C

Entdo, a segunda lei de Newton assume a forma abaixo:

. d -
F =— | pUdV 3.13
dtvjcp (3.13)

A forga F resultante inclui todas as forcas de corpo e de superficie atuantes no

sistema, assim:

F“zFS+FB:%J.,0UdV (3.14)

wC
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Como descrito anteriormente, existe uma dificuldade em se acompanhar uma
quantidade de massa que segue com O escoamento, entdo, o método de
analise de matéria fixa (método Lagrangiano) sera transformado para um
método de analise mais simples que analisa as propriedades fisicas da matéria

em um volume fixo (método Euleriano).

A mudanca de método descrita acima pode ser alcancada ao se aplicar o
Teorema dos Transportes de Reynolds Eq. (3.4), resultando na seguinte

equacao:

!
1]
Ty,

+F, =%jpljd¥+ [ U -7i)as (3.15)
¥C sC

De acordo com o teorema de Gauss Eq. (3.6), a equacado da conservacao da

quantidade de movimento pode ser escrita como:

—

F=F +F, =%IpUdV+J'V-(pUU)JV (3.16)
YC ¥C

Analogamente a manipulacdo matematica feita na equacao da continuidade,
pode-se afirmar que a derivada temporal da integral da densidade no volume é
igual a integral da derivada temporal da densidade no volume de controle, logo:

F=F,+F, = j%(pﬁ)dv+ [v-(ptii v (317)
¥C
Agrupando em uma mesma integral:

F=F,+F, :j[ (o0 )+v- (pUU)} (3.18)

Como a forga da gravidade € a unica forga de corpo atuante no caso estudado,

pode-se escrever:

F, = | pgav (3.19)
¥C
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As forcas de superficie aparecem devidas as diferencas de pressao no
escoamento, essas diferenca de pressao provoca o surgimento de tensdes na
superficie do volume de controle.

F, = j 78 = j 7.1ds (3.20)

Ne Ne

De acordo com o teorema da divergéncia pode-se escrever:

Fy = [(v-T)av (3.21)
¥C
Voltando a equacgéo da conservacao da quantidade de movimento:
[(7-Thav: + [ pgav: = | P (o0 )+ v (p(jlj)}d{# (3.22)
¥C ¥C ¥C at
Agrupando em uma mesma integral:

[{pi+91-[ 260)+v (p00) v =0 3.29

VC

Que representa a forma integral da equacao da conservacao da quantidade de

movimento.

Em contra partida, como o volume de controle € um volume qualquer, a

equacao pode ser escrita da seguinte forma:
{%(pﬁ)w-(pﬁﬁ)} =V T+ p8 (3.24)

Que representa a forma diferencial da equacao da conservacao da quantidade
de movimento ou equacao de Cauchy.
Supondo que:

T=—PI+AV-Ul +6 (3.25)

Se o fluido for newtoniano, tem-se:
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G =2uy (3.26)
A 1= 1 —\T
y=-VU+-(VD) (3.27)
2 2
Entao:
T=-PI + AV -UI + uy (3.28)

A hipo6tese de Stokes diz que para compressdes ou expansodes isentrépicas no

escoamento tem-se:
A=—=pu (3.29)
Logo:
- -2 o
T=-PI —EV-UI +uy (3.30)
Substituindo nas equacdes de Cauchy:
o0 v (p00) |-V |- pT -2V Ol |epz @30

Manipulando-se matematicamente o primeiro termo do lado esquerdo da
equacao acima, chega-se as equacdes de Navier-Stokes:

2 o)+ 9 (p00) | =-vP o Ll O)s a0 pg (232
Reordenando:
{%(pﬁ)w-(/oﬁﬁ)} =uv?U —VP+§/N(V-I7)+ PE (3.33)

3.3 EQUACAO GERAL DE CONSERVACAO

Em geral, as equagdes de conservagio apresentam termos que representam o

acumulo, o transporte convectivo, o transporte difusivo e a geracdo de uma
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dada grandeza. Veja, por exemplo, a Eqg. (10.30) no APENDICE A. O primeiro
termo do membro esquerdo é o termo de acumulo, enquanto que o outro € o
termo de transporte por conveccdo. No lado direito o primeiro termo
corresponde ao transporte difusivo, sendo o Ultimo o termo de geragéo. Por
essa similaridade, as equacbes de conservacdo podem ser escritas da
seguinte forma geral (Lage, 2001):

%(p¢)+V-(p¢U)=V-(FV¢)+ S, (3.34)

Onde ¢ é a grandeza conservada, I'é a difusividade desta grandeza e S, € o
termo de geragédo. Considerando S, como sendo a soma do termo de geragéao

com todos 0s outros termos existentes na equacao de conservacao original que
nao se enquadram nem na forma de termos de transporte e nem na de termo

de acumulo. Por isso, o termo S, €, por vezes, Chamado de ‘lixeira” da

equacao de conservacgao, na forma dada pela equacéo acima (Lage, 2001).
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4 FUNDAMENTOS DO METODO DOS VOLUMES FINITOS

O método de volumes finitos é construido a partir da divisdao do dominio de
integracdo das equacdes em volumes de controles, ou seja, para cada célula
existe um ponto nodal ou n6. Os nos estédo situados no centro dos volumes de

controle.

A Figura 4-1 mostra a representacdo de um volume de controle e sua
vizinhanca. O ponto P é o ponto principal (n6 principal) de um volume de
controle genérico. Os pontos E, W, N e S sdo os pontos principais dos volumes
de controle vizinhos a leste, oeste, norte e sul respectivamente, sendo x e y as
distancias entre estes pontos e P. As faces dos volumes de controle sao

representadas pelas linhas pontilhadas e Ax e Ay séo as distancias entre as
faces, ou dimensédo do volume de controle. As velocidades nas faces leste e
oeste sdo representadas por u, e u,, da mesma forma as velocidades nas
faces norte e sul sdo representadas por v, e v,. As velocidades sdo obtidas

nas faces dos volumes de controle, enquanto todas as outras variaveis sao

obtidas nos nos.

i 6 N i —3
) I
""""" S s e S B
) VHT n :
) :
] ] N
) ] bYu
Uy Ue
© ! © ! '} 4 A
W W P e | E y
) ] ~
i i Oy,
| , |
___________ J__________}_S_T_- _b_______________l_________ L 2
I l
I |
I *S l -y
I I
1 1
] ]
Oxw Oxe N
I A, |

Figura 4-1 — Representacao de um volume de controle e sua vizinhanca
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O método consiste na integracao das equacdes diferenciais de conservacao
em cada volume de controle. Assumindo perfis para a variagdo das variaveis
entre pontos nodais, obtém-se as equacgdes discretizadas. Assim, as equacgdes
discretizadas expressam o principio de conservacdo da mesma forma que a
equacéo diferencial faz para volumes infinitesimais, garantindo desta forma a

conservacao integral das grandezas envolvidas.
41 SOLUCAO DE PROBLEMAS DIFUSIVOS

Dada a equacéo geral de transporte na forma diferencial:
p) -
2 ()9 (po0)=v- (1) 5, (1)
O problema difusivo bidimensional transiente € dado pela equacao
0
(o) =V-(V9)+S, (4.2)

Integrando cada termo da equag¢dao no dominio definido pelo volume de
controle representado na Figura 4-1

I(%(p¢))d¥: [©-(vg)av+ [(s, Jav (4.3)

¥C

O Teorema da Divergéncia ou de Gauss indica que para um volume delimitado
por uma superficie fechada arbitraria, tomando-se em cada ponto da superficie

a normal externa, tem-se:

j (i -7i)ds$ = j V- idV (4.4)

Entdo o primeiro termo do lado direito da equacédo pode ser transformado em
integral da superficie tomando a seguinte forma:

I[E (p¢)jd‘7‘ = j((rw))- 7)d$ + j (s , Jav: (4.5

vcat 8
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De acordo com a Figura 4-1 o primeiro termo do lado direito da equacédo acima
sera integrado nas faces w, e, s e n do volume de controle, o que leva a

seguinte equacao:

VC

(oo en

A equacado acima ainda € uma expressdo exata para a conservagcao da
propriedade no volume em questao, pois a forma de calculo dos fluxos médios
através das faces e das densidades médias no volume ainda nao foi
especificada. A aproximacao dessas grandezas utilizando seus valores em
pontos discretos da malha e em um dado instante de tempo é que produz o

erro da aproximagao numérica (Lage, 2001).

A equacéao anterior deve ser discretizada segundo a malha da Figura 4-1. As
derivadas parciais de primeira ordem em relacdo a x devem ser aproximadas
nas faces designadas por e e w, enquanto que as derivadas parciais em
relacdo a y tem de ser calculadas nas faces n e s. Para que a equacéao
discretizada inclua apenas os pontos P, W, E, S e N, a Unica maneira de se
aproximar estas derivadas € ao longo das curvas que passam pelo ponto
médio das faces, x=x, e y=y, obtendo-se o resultado expresso pelas equagdes
abaixo (Lage, 2001).

F(aﬁj =T, M (4.7)
ox ), ox,
a¢ (¢P _¢S)
N—| =r,——= 4.8
5 -rles 48)

Analogamente para as faces e e n, chega-se a seguinte equacéo discreta

AV AV 0o_ I, B T, B B
E(pP¢P)_E(pP¢P) - @CW (¢P ¢W )Ay+ &e (¢E ¢P )Ay (4 9)

;;1 (¢S _¢P )Ax+ g}nn (¢P _¢N )Ax+ (Su + SP¢P )AV




30

Nota-se que estas aproximacdes para as derivadas se referem a apenas um
ponto sobre cada uma das faces, ponto obtido pela interse¢éo da curva x=x, ou
y=yp. Estes valores serdo considerados como representativos sobre as faces
correspondentes, de modo que os integrandos da Eqg. (4.6) passam a ser
considerados constantes. Assim, a seguinte equacao discretizada é obtida
(Lage, 2001).

a,Pp =ay, @, +a,P, +a,ds +a,d, +b (4.10)
Onde
I
=—Y A 411
Qay &W y ( )
r
—_—< A 412
ag &g Yy ( )
r
=—= 413
ag & (4.13)
I
=—"1 Ax 414
ay &n ( )
aPzaW+aE+aS+aN+pP%—SPAV (4.15)
b=p, %qﬁﬁ +S AV (4.16)

4.2 SOLUGAO DE PROBLEMAS ADVECTIVO-DIFUSIVOS

A diferenca em relagao aos problemas puramente difusivos é a presencga dos
termos de transporte convectivo da grandeza conservada. Estes termos, ao
serem discretizados, impdem a necessidade da especificacdo dos valores da
grandeza conservada nas faces dos volumes finitos. Esta interpolagcao do valor
da variavel dependente necessita de cuidados especiais, ou 0 esquema
numerico sera instavel (Lage, 2001).
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p¢ +V (gl )=V -(Vg)+S (4.17)

Integrando cada termo da equag¢dao no dominio definido pelo volume de

controle representado na Figura 4-1

j[ (p¢jd¥+jv (o0 )= [(v-(rVg) dv+j (4.18)
wC ¥C

O Teorema da Divergéncia ou de Gauss indica que para um volume delimitado
por uma superficie fechada arbitraria, tomando-se em cada ponto da superficie

a normal externa, tem-se:

j(ﬁ-ﬁ)d$=jv-ﬁdv (4.19)

Entdo o segundo termo do lado esquerdo e o primeiro termo do lado direito da
equacado podem ser transformados em integrais de superficie tomando a

seguinte forma:

2000 [l s = v s « (5, v (420

VC

De acordo com a Figura 4-1 o segundo termo do lado esquerdo e o0 primeiro
termo do lado direito da equacéo acima serao integrados nas faces w, e, se n

do volume de controle, o0 que leva a seguinte equacao:
3 K K
) (5 (p¢)jdv + [ (ppU )wdy + [ (ppU )S dx =
29\ EYAN
I(ngwdy+j[rgjsdx+vj;(5¢ Jav:

O termo de variacdo no tempo e os termos difusivos da equacao acima podem
ser tratados como vistos anteriormente. Entdo, ao resolver a equagao acima,

se chega a seguinte equacao discreta:
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% (00" - AA—IV;(/)P@ )' = pu, b0y + pud Ay — pud A+ pu,dAx =
L -8 A+ L (0, - 0 )Ay — (g — 6, Ak (g, — By )Ax + (S, + 5,0, )AY
é\xw P dxe E P §ys S P §yn P N u PYP

(4.22)

Nota-se que estas aproximacbes para as derivadas se referem a apenas um
ponto sobre cada uma das faces, ponto obtido pela interse¢éo da curva x=x, ou
y=y,. Estes valores serdo considerados como representativos sobre as faces
correspondentes, de modo que os integrandos da Eqg. (4.21) passam a ser

considerados constantes (Lage, 2001).

Definindo:

(4.23)

F = pu (4.24)
A equacéao pode ser escrita da seguinte forma:

AV AV
Tt(pP¢P)_Tt(pP¢P )0 - Fw¢wAy + Fe¢eAy - Fs¢sAx+ Fn¢nAx =

_Dw(¢P Py )Ay+De(¢E P )Ay—Ds(¢s _¢P)Ax+Dn (¢P - @y )Ax+(Su +5,0, )AV
(4.25)

Os valores de ¢ interpolados nas faces precisam ser agora determinados.
Utilizando a mesma hipétese de variagéo linear de ¢ com x e y que originou
a aproximacao dos termos difusivos, podem-se interpolar estes valores através

de uma média ponderada, esse método é chamado de diferencas centrais, isto

é:

Py, 0,
S

w

.= (4.26)

_ oYt g,
S

e

@, (4.27)
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PN ALRT (4.28)
¥,
g = Dalt by (4.29)
&,
Para malhas uniformes, &, =dx, = & e d, =k, =, =0, =%.

Substituindo essas equacdes na equacao acima, € obtida a seguinte equacgao

discretizada:

apPp = ay @y +a,P. +asds +ay@, +b (4.30)
Onde
ot ot
ay =D Ay+F, &: = Dw(1+ Pe, &—:j (4.31)
ox; o
a, =D,Ay—F, &Z = De(l— Pe, &i j (4.32)
ay =D Ax+F, P, = DS(1+PeS P, j (4.33)
oy, y,
ay =D ,Ax—F, ¥, =D (I—Pen @’:j (4.34)
¥, &,
AV

a,=ay, +a, +ag+a, +(F, —F,)Ay+(F, —FS)Ax+,0PE—SPAV (4.35)

b=p, ﬁ;ﬁﬁ +S AV (4.36)
At
A seguinte variavel é definida

Pe = (4.37)

S|~
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Pe é 0 numero de Péclet da malha. A seguinte relacao deve ser satisfeita, para

qgue os coeficientes sejam positivos:
-2< Pe <2 (4.38)

A equacao acima é efetivamente uma restricao ao tamanho da malha que pode
ser usada para resolver os problemas de conveccéo-difusdo. Na medida em
que u aumenta, o tamanho da malha tem de diminuir para que a restricdo seja
satisfeita. Isto leva a malhas excessivamente grandes para problemas que sao
dominados pela conveccdo. Nota-se que a malha ndao é grande devido a
complexidade do problema, e sim a restricao de estabilidade. Assim, o uso da
discretizacdo obtida usando as equagdes que caracterizam o método das
diferencas centrais tem limitacoes praticas, e outras formas de interpolagcédo de
¢ nas faces deve ser utilizada (Lage, 2001).

A interpretacéao fisica da dificuldade da discretizagdo anterior em representar
corretamente a solugdo do problema pode ser obtida das proprias Egs. (4.26)
a (4.29), onde o valor interpolado de ¢ nas faces ndo depende do valor da

velocidade u. Entretanto, sabe-se que quando a convecgdo domina o valor de

¢ em uma dada face tem uma dependéncia maior com o valor da variavel a

montante do que com o valor a jusante, tendendo a ser igual ao valor a

montante quando a velocidade tende a infinito (Lage, 2001).

De acordo com essas hipoteses sao apresentados a seguir alguns métodos
numéricos existentes na literatura para superar essa restricdo de estabilidade.
Para facilitar a abordagem, serdo abordados nos tépicos seguintes problemas

de conveccao-difusdo unidimensional, sem geracao e em regime permanente.
4.2.1 Esquema Upwind

Do exposto, pode-se pensar na seguinte forma de interpolar os valores de ¢
nas faces para os problemas dominados pela conveccao: O valor de ¢ na face

€ igual ao valor de ¢ no volume a montante.

Entdo, se o fluxo vai da esquerda para a direita, ou seja, F,>0 € F>0 o

esquema upwind determina:
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9, =Py (4.39)
¢, = Pp (4.40)

E a equacdao discretizada se torna
—F,Ay$, +F,Avp, = =D, (9, — 8, JAy + D, (¢, — ¢, )Ay (4.41)

Que pode ser rearranjada como:
[(Dw + Fw )Ay + DeAy + (Fe - Fw )Ay]¢P = (Dw + Fw )Ay¢W + DeAy¢E (442)

Se o fluxo vai da esquerda para a direita F,<0 e F<0:

¢, =0p (4.43)
9, =P (4.44)

E a equacéao discretizada se torna
~F,Ay@, + F,Ayp, ==D, (¢, — @, JAY + D, (¢, — 9, )Ay (4.45)

Que pode ser rearranjada como:
[(De + Fe )Ay + DwAy + (Fe - Fw )Ay]¢P = (De + Fe )Ay¢E + DwAy¢W (446)

Desta forma chega-se a seguinte equacao na forma candnica:

apPp = ay Py +apPy +b (4.47)
Onde:
a,=a, +a, +(F, —F,)Ay (4.48)
a,, = (D, +max(F,.,0))Ay (4.49)
a, = (D, + max(- F,,0))Ay (4.50)

b=0 (4.51)
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Existem outros esquemas de solucdo de problemas advectivos, alguns dos
mais citados na literatura estdo formulados no APENDICE B como material

informativo.
4.3 SOLUQAO DO ACOPLAMENTO PRESSAO-VELOCIDADE

Nos topicos anteriores foi formulado o procedimento para resolver a equacao
geral de transporte na presenca de um campo de velocidades conhecido.
Contudo, exceto em circunstancias especiais, ndo é possivel conhecer
previamente o campo de escoamento, antes de calcular as componentes da
velocidade local e o campo de densidade da equacao governante apropriada
(Patankar, 1980).

As componentes da velocidade sdo governadas pela equacao da quantidade
de movimento, que é um caso particular da equacgao geral de transporte (com
¢=u, I'=u nadirecdo x de escoamento, ¢ =v, I'=u, para direcdo y). Com
o método desenvolvido anteriormente é possivel calcular o campo de

escoamento local, salvo algumas restricdes (Patankar, 1980).

0 0 0 o ou) 9o ou) Jp
Y. Y. Y. = | y— |+ u= -4+ 4.52
&(mhﬁ(mﬂgw@w)&@%J+®@%)Eh+u 4.52)

0 0 0 o dv) o odv) op
2. 9. 9 o)=Ly |y |- Py s (453
aﬁmh&mm5¢m»&@&}®@@ Vs s

A dificuldade real no célculo do campo de velocidades estd em determinar o
campo de pressdes. O gradiente de pressao forma uma parte do termo fonte
para a equacao da quantidade de movimento. Contudo, ndo ha uma equagao
discretizada para a pressdao. Para um campo de pressdao dado nao ha
dificuldade particular para se resolver a equacao do momentum. Porém, o meio

de se determinar o campo de pressao € mais dificil (Patankar, 1980).

O campo de pressdao é indiretamente especificado pela equacao da
continuidade. Quando o campo de pressdes correto € substituido na equacao
da quantidade de movimento, o campo de velocidades resultante deve
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satisfazer a equacado da continuidade. Dessa forma o problema pressao-
velocidade pode ser resolvido adotando uma solucéo iterativa (Patankar, 1980).

Equacéo da continuidade
(p)=0 (4.54)

Ao se iniciar a construcdo da discretizacdo da equacdo da quantidade de
movimento, a integracdo do gradiente de pressao resulta na diferenca Pw-Pge
na diregcdo x e Ps-Pyna direcao y, que é a parcela de forga por area exercida
no volume de controle pelo campo de pressdes. Para expressar Pw-Pe € Ps-Py
em termos de pontos nodais, se as faces volume de controle w, e, s € n sao
localizadas a meia distancia do centro, tem-se:

(PE+PP) (PP+PW)

a_P:(Pe_Pw) 2 2 _(PE_PW) (455)

ox ox ox 20x

Similarmente para o gradiente de pressao na direcao y:

& _(h—F) (4.56)

dy 20y

Dessa forma a equacado da quantidade de movimento contera a diferenca de
pressdao entre dois pontos alternados e nao dois pontos adjacentes. A
consequéncia para isso € que a pressao sera tomada de forma mais grosseira
do que estava sendo. Isso tenderia a reduzir a exatiddo da solugdo. Porém ha
outro problema ainda mais sério que pode ser visto melhor na Figura 4-2 onde
o0 campo de pressdes é proposto em termos discretos para cada ponto nodal.
Tal campo de pressdes em zigzag nao pode ser considerado uma realidade,
contudo, para qualquer campo de pressao, o valor da pressdao no ponto P,
expresso em termos de Pw-Pe e Ps-Py, pode se calculado como zero, uma vez
que os valores alternativos de pressdo sejam dados em todas as direcoes.
Assim, é devastadora a conseqiiéncia de um campo de pressdes ondulado ser
tratado como um campo de pressdes uniforme pela equacao da continuidade
(Patankar, 1980).
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Figura 4-2 —-Exemplo de campo de pressao. (Malalasekera,1995)

Uma dificuldade similar é encontrada ao tentar discretizar a equacao da
continuidade. Para regime estacionario bidimensional com densidade constante

a equacao da continuidade pode ser simplificada para:

d 9\
g-(pu)+$-(pv)—0 (4.57)

Integrando essa equacao no volume de controle visto na Figura 4-2, tem-se:
(ou), = (pu), +(pv), = (pv), =0 (4.58)
Sendo a densidade constante:
u,—u,+v,—v, =0 (4.59)

Para expressar u e v em termos de pontos nodais, se as faces volume de

controle w, e, s e nsao localizadas a meia distancia do centro, tem-se:

Up+up Uy +up i +Vvp VetV

=0 (4.60)
2 2 2 2

Ou

Up —Uy +vy =V =0 (4.61)
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Assim, acontece um caso similar ao descrito anteriormente para o campo de
pressées. Um campo de velocidades ondulado pode satisfazer a equacao da
continuidade, porém essa nao seria a solucéo ideal.

As dificuldades descritas até agora podem ser resolvidas sabendo que nao é
necessario calcular todas as variaveis para a mesma malha. Pode-se empregar
uma rede diferente (malha defasada) para cada variavel dependente. No caso
dos componentes da velocidade ha um significativo beneficio a ser obtido por
organizar a malha em diferentes variaveis. O beneficio & que as dificuldades
descritas anteriormente seriam totalmente superadas (Patankar, 1980).

Usando a técnica de malha defasada, as componentes da velocidade séo
calculadas na face do volume de controle. Desse modo, a componente u da
velocidade é calculada no ponto médio da face normal a direcdo x. A
localizagédo da velocidade u pode ser vista na Figura 4-3 pelas setas, enquanto
0s pontos nodais sdo representados pelos pequenos circulos. As linhas
pontilhadas indicam as faces dos volumes de controle.

D S S N

) D T L D I B
I

-0 J{' o

S SN SV IS SN ISR U O

Figura 4-3 —Malha da componente u da velocidade defasada. (Patankar, 1980)

Procedendo analogamente, fica facil de ver como que a localizagao da
componente v da velocidade é definida. Na Figura 4-4 é representada a
disposicdo dos volumes de controle para a malha defasada para as
componentes u e v da velocidade (Patankar, 1980).
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Figura 4-4 — Malha defasada. (Malalasekera,1995)

A consequéncia imediata de se usar malhas defasadas € que o fluxo de massa
através das faces do volume de controle (representado pelos coeficientes F’s
dos itens anteriores) pode ser calculado sem nenhuma interpolacdo. No
entanto, esta caracteristica, embora tenha certa comodidade na discretizagao

da equacao geral para ¢ , ndo é a mais importante vantagem no uso de

malhas defasadas (Patankar, 1980).

As vantagens mais importantes sdo duas. Para o uso de malhas defasadas é
facil de ver que a equacdao da continuidade conteria a diferenca de
componentes de velocidade adjacentes, e que isso preveniria a ocorréncia de
um campo de velocidades ondulado, logo, apenas um campo de velocidades
razoaveis teriam a possibilidade de ser aceito na equacédo da continuidade. A
segunda vantagem no uso de malhas defasadas é que a diferenca de pressao
entre dois pontos nodais adjacentes agora se torna uma tendéncia natural de
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forca para a componente de velocidade localizada entre esses pontos.
Consequentemente, o campo de pressodes visto na Figura 4-2 deixaria de ser
sentido como um campo uniforme e nao seria aceito como possivel solucao
(Patankar, 1980).

Com o uso de malhas defasadas os gradientes de pressédo nas diregbes x e y

sao dados por:

a_p_(PE_PW)

T (4.62)
a_P:(PN_Ps) 4.63
v & (4.63)

As dificuldades descritas podem, entdo, ser atribuidas a pratica de calcular
todas as variaveis usando pontos nodais comuns para velocidade e pressao;
com o uso de malha defasada essas dificuldades sdo inteiramente superadas
(Patankar, 1980).

Adotar o uso de malha defasada faz da discretizacdo da equacédo da
conservacao da quantidade de movimento um tanto diferente da discretizacao

das outras equacdes onde o calculo da variavel ¢ era feito em malha

coincidente. Porém essa diferenca é apenas um detalhe e ndo a esséncia
(Patankar, 1980).
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Figura 4-5 — Volume de controle em u e as componentes de velocidade da sua
vizinhanca. (Malalasekera,1995)

O calculo dos coeficientes de difusdao e conveccao nas faces do volume de
controle centrado nas velocidades (Figura 4-5) requer interpolagdes
apropriadas, porém essencialmente a formulagéo € similar a descrita nos itens
41 e 4.2. Logo a discretizacdo resultante da equagdo da conservacao da
quantidade de movimento pode ser escrita como:

(PI,J - PI—I,J )
ox

u

au;,, = Zanbunb - AV, + EAVM (4.64)

Ou
au;; = Zanbunb +(P1—1,J -P, )Ai,J +b,, (4.65)

Aqui o numero de termos vizinhos dependera da quantidade de dimensdes que
o problema esta tratando. Os coeficientes vizinhos (any) avaliam a influéncia da
difusdo e convecgéo no volume de controle. O termo b é definido de maneira

similar aos itens anteriores (Patankar, 1980).
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Figura 4-6 — Volume de controle em v e as componentes de velocidade da sua
vizinhanca. (Malalasekera,1995)

A discretizacdo da equacao da quantidade de movimento para a direcao y é
manipulada de maneira similar. A Figura 4-6 representa o volume de controle
para a equacao da quantidade de movimento na direcdo y; a malha é defasada

na direcdo y. Logo, a discretizacao da equacéo para v é dada por:
a; iVy; = zanbvnb +(P1,J—1 —-P, )Al,j +b1,j (4.66)

4.3.1 Algoritmo Semi Implicit Method for Pressure-Linked Equations
(SIMPLE)

A equacado da quantidade de movimento s6 pode ser resolvida quando o
campo de pressoes é dado ou é, de alguma forma, estimado. A ndo ser que um

campo de pressdes correto é utilizado, o campo de velocidades resultante néo
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satisfard a equacao da continuidade. Tal imperfeito campo de velocidades,
baseado no campo de pressdes P* suposto, serd denotado por u” e v. Esse
campo de velocidades “asterisco” resultara da solugdo das seguintes equacgdes
discretizadas (Patankar, 1980):

ai,Ju:,J = Zanhu:h +(P1*—1,1 - PIfJ )Ai,l +b,, (4.67)
al,jv;k,j = zanbv:b +(P1>t1—1 - PIfJ )Al,j + bl,j (4.68)

Se as equacdes obtidas acima forem subtraidas da equacédo da quantidade de
movimento para velocidades e pressbes corretas, surgirdo novas equacoes

descritas por:
a; (ui,l - uz*J ) = Zanh (unh - ”:h )+[(P1—1,1 - P1*—1,1 )_ (PI,J - PIfJ )]Ai,J (4.69)

a; (Vl,j - V;,j ) = Zanh (an - V:b )+[(PI,J—1 - P1f1—1 )_ (PI,J - PI*J )]Al,j (4.70)

Admitindo que as velocidades e pressdes “asterisco” sdo valores aproximados,
seus respectivos valores reais podem ser obtidos somando um termo de

corregdo como nas seguintes equagoes:

u=u +u’ (4.71)
v:v* +v’ (472)
P=P +pP (4.73)

Substituindo essa relagdo nas Egs. (4.69) e (4.70) chega-se as equacdes
abaixo de correcdo para as velocidades.

ai,J“;,J = Zanb”;b +(PI/—1,J - PI,,J )Ai,J (4.74)
al,jv;,j = zanbv;b +(P1’,1—1 - PI,,J )Az,j (4.75)

Nesse ponto uma aproximagdo é introduzida: Zanbu;b e Zanhv;,, séo

desconsiderados para simplificar as equagdes de correcao das velocidades. A
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omissao desses termos é a aproximacgado proposta pelo algoritmo SIMPLE.

Dessa forma obtém (Malalasekera,1995):

ui’,l =d,, (PI,—I,J - PI,,J ) (4.76)
viy=dp; (PI’,J—I - P, ) (4.77)
Onde
A,
diy=— (4.78)
a
A, .
d,, =— (4.79)
a;

Entdo a solucao para as velocidades u e v é dada pelas expressdes abaixo:

u; = ”;,1 +d,, (PI,—I,J - PI,J ) (4.80)
Vij :V;,j +d1,j(PI’,J—1 _PI,,J) (4.81)

Analogamente, podem-se escrever expressoes similares para u,,,, € v, ,,;:

Uiy = u;—l,l + di+1,1 (PI,,J - PI’+1,J ) (4.82)
Vi = V;k,j+1 + dl,j+1 (PI’,J - PI,,J+1) (4.83)
Onde:
A.
di+l,J = (4.84)
iy
A, .
d;ju = = (4.85)

1,j+1
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Figura 4-7 — Volume de controle usado para discretizar a equacao da continuidade.
(Malalasekera,1995)

Assim, até este ponto, foi considerada somente a equacao da quantidade de
movimento, contudo, como mencionado anteriormente, 0 campo de
velocidades também esta sujeito a restricdo de satisfazer a equacédo da
continuidade. A equacdo da continuidade é satisfeita na forma discretizada

para o volume de controle mostrado na Figura 4-7:
l(puA)Hl,J - (puA)i,J J+ l(pVA)I,j+1 - (pVA)I,J J =0 (4.86)

Substituindo os valores calculados de u *e v*tem-se:

PI,+1,J ))_ Ioi,J Ai,J (MZJ + di,J (PI,—I,J PI’J ))]+

ity Aien g (”;+1,J +d,, (PI’,J - -
= PI’,J+1 ))_ pl,jAI,j (V;,j + dl,j (PI’,J—I - PI,,J ))]: 0

. (4.87)
1,j+1A1,j+1 (vl,j+1 + dl,j+1 (PIJ

Rearranjando a equacgao acima:

[(pdA).,,, +(pdA),, +(pdA), ., +(pdA), , IP,, =(pdA),,., P/, +(pdA),, P, +
(pdA)I,j+1 PI,,J+1 + (pdA)I,j PI’,J—I + [(pu*A)i,J - (pu*A)H—l,J + (PV*A)I,/‘ - (pV*A)I,j]

(4.88)
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Identificando os coeficientes P’, pode-se escrever a equagao acima como:

a, P, =a,,,P.,+a,_ P, +a, P, +a, , P, +b;, (4.89)
Onde

a,,=a,,,+ta,_ ,+a,, +a; (4.90)

a,,., =(pdA),,, (4.91)

a,.,, =(pdA),, (4.92)

a, ;. =(pdA), ., (4.93)

a, ;. =(pdA), (4.94)

b, =(pu'A),, —(puA),., +(pv'a),, -(pv'4),, (4.95)

Que representa a equacdo da continuidade discretizada como uma equacao
para correcao de pressao P’. O termo fonte b’ na equacédo da continuidade € o
desequilibrio resultante do campo de velocidade incorreta u e v. A omissao

dos termos Zanbu;b e Zanhv;b ndo afeta na solugédo final, visto que a

correcdo de pressdes e velocidades serdo todos zerados na solucéo
convergida resultando P*=P, u'=u e v'=v (Malalasekera,1995).

E importante comentar que a equacdo de correcdo de pressdo é suscetivel a
divergir, a ndo ser que alguma sub-relaxacdo seja usada durante o processo

iterativo, ou seja:
P =P +a,P (4.96)
Onde ap é o fator de sub-relaxa¢do da pressio.

Por fim, o algoritmo SIMPLE é construido na forma mostrada na figura abaixo.
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START
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A 4

STEP 1: Solve discretised momentum equations
a; gut*; g=Zappuhy +(pY_1,7 - PN DAL+ bi s
ar v s = Zag Vi + (p% 521 - P D Ar s+ by

u*, v*

STEP 2: Solve pressure correction equation

Ay Pl =0r g Pr-1, 1Y G P a e Pt ag s Pt g

’

P
Y
STEP 3: Correct pressure and velocities
Set PrLs=pha+pry
pr=put=u uig=uhs+d; g P, -PL0D)
V=, ¢t =¢ V=V itdr (P - P
P, u, v, 9*

Y

STEP 4: Solve all other discretised transport equations
arydrr=ar_ 1, P17+ it e st a1t a1 0041+ by

No

A

Convergence?

Figura 4-8 — Algoritmo SIMPLE. (Malalasekera,1995)
4.3.2 Algoritmo SIMPLE Consistente (SIMPLEC)

O método SIMPLEC tem o procedimento idéntico ao SIMPLE, diferindo apenas

nas equacbes de correcdo das velocidades. No método SIMPLEC, ndo sao
desprezadas os termos » a,u,, € ».a,v, como feito no método SIMPLE

(Maliska 2004).
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Tomando a velocidade u como exemplo, considere a Eq. (4.74) representada

abaixo:
ai,J“;,J = Zanb”;b +(PI/—1,J - PI,,J )Ai,J (4.97)

No método SIMPLEC, para tomar mais robusta a equacao de correcao das

velocidades, o termo Zan,,u[,,é subtraido de ambos os lados da equacao

acima (Maliska 2004):
ai,]”z‘,,J - zanb“;,J = zanb (”;b - “;,J )+(Pll—1,1 - PI,,J )Au (4.98)

Agora, despreza-se o termo Zanb(u;b—u;,) das diferengas das variagées,

ficando a equacao de correcao das velocidades como:

* AA’

Uy =u;;+ —— (PI,—LJ - PI,,J ) (4.99)
a;; — zanb
Uiy =u; +d;, (PI,—LJ -PF, ) (4.100)
Onde:
A
d ’ (4.101)

_ i,J
i =
a,; — Zanb

A diferenca entre os métodos SIMPLE e SIMPLEC esta apenas na expressao
do termo 4, ,, em cujo denominador, agora, aparece a diferenga a, , —Zanb , €
ndo apenas a,,, como nos métodos SIMPLE. Tal efeito evita a severa sub-

relaxacdo em P’, necessaria no método SIMPLE para se obter a convergéncia
(Maliska 2004).

4.3.3 Algoritmo SIMPLE Revisado (SIMPLER)

Como o calculo da pressao através da Eqg. (4.96) ndo é um procedimento
robusto, o método SIMPLER apresenta uma nova maneira de calcular o campo
de pressbes em cada iteracao, procurando associar o célculo do campo de
pressées com as equacdes que regem o fendmeno. A correcdo do campo de
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velocidades é feita de maneira idéntica aquela do método SIMPLE. Para
calcular a pressao, as equagdes do movimento, ja aproximadas para 0s
volumes finitos, para u e v sdo descritas na seguinte forma (Maliska 2004):

A Ai ’ ,
Uig =ty +_J(PI—1,J _PI,J) (4.102)

A A j ’ ’
Vi =V +f(P1,J—1 - PIJ) (4.103)

E importante observar a similaridade entre as Eqgs. (4.80) e (4.81) e as
equacgdes anteriores, tendo em mente que as duas primeiras ndao sao as
equacbes do movimento, mas sim expressdes deduzidas apenas com O
objetivo de criar uma maneira de corrigir as velocidades. As anteriores sao, por
sua vez, exatamente as equagdes do movimento, em que todos os termos que

néo aparecem explicitamente foram agrupados em 7, , e ¥, ; que, em cada uma
das equacdes do movimento, respectivamente, representam uma parcela da
velocidade. Essas velocidades ndo sao obtidas com a solugcdo de sistemas
lineares, mas determinadas algebricamente, utilizando as mais recentes
velocidades disponiveis, através de (Maliska 2004):

N zanbunb +b,

ut,]

(4.104)

a;

a,v,+b, .
b, :Z LA (4.105)

a;

2J

O objetivo, agora, é determinar a pressdo que esta presente nas duas
equacbes do movimento. Uma maneira, entre muitas, de isolar a pressao
dessas trés equacdes é substitui-la nas equacdes da conservacao da massa.
Pode-se criar qualquer outro artificio para isolar a pressdo das equacdes do
movimento. Usar a equacao da conservacado da massa, além de fazer a tarefa,
constitui-se em uma forma robusta de fazé-la. E bom frisar que, nesse passo,

nao existe a necessidade de satisfazer a conservagdo da massa. Isso ja foi
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feito no passo anterior, quando as velocidades u* e v* foram corrigidas com o
campo P’ (Maliska 2004).

Introduzindo as equacdes acima, escritas para as faces do volume de controle

para a conservacao da massa, e dadas por:

wyy =i, +d;, (P1—1,J —F, ) (4.106)

Vi = ‘;1,]‘ +d1,j (PI,J—I _PI,J) (4.107)

»J

Na equacéao de conservacao da massa, obtém-se uma equagao para a pressao

na forma:

a,,; Py =a, Py ta Py tag 0Py ta P+ bI,J (4.108)

A pressao obtida com a solugdo da equacao anterior € a nova pressao para o
préoximo ciclo iterativo. Logicamente, o campo de pressdes obtido com a

solugdo da equagéo anterior ndo € utilizado para corrigir as velocidades i, , e
v,;» uma vez que o passo de velocidades ja satisfaz a equagdo da

conservacao da massa, operacgao realizada no item da corre¢do da velocidade
com P’ A figura abaixo representa a seqlencia de calculo para o0 método
SIMPLER (Maliska 2004).
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STEP 6: Solve all other discretised transport equations
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Convergence?

Figura 4-9 — Algoritmo SIMPLER. (Malalasekera,1995)

Neste trabalho sdo apresentados apenas os métodos SIMPLE, SIMPLEC e

SIMPLER, porém existem outros métodos de solucdo do acoplamento pressao-
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velocidade, como o método PRIME, PISO, CELLS entre outros, quem também
podem sem implementados para calcular o campo de velocidades de um

escoamento.
4.4 CONSISTENCIA, ESTABILIDADE E CONVERGENCIA

Em geral, os problemas préaticos de interesse da engenharia e da fisica dao
origem a sistemas de equagdes complexo sobre cujos comportamentos
matematicos pouco se conhece. Por exemplo, quando se tem um problema
regido por uma Unica equacéao linear, existem ferramentas matematicas que
podem provar se uma determinada aproximacdo numérica é estavel e
convergente. Quando se esta trabalhando com sistemas de equagdes nao
lineares, resolvidas em geral de forma seqlencial, em que acoplamentos
delicados estao presentes, é muito dificil provar matematicamente que uma
aproximacao numérica é estavel e convergente. Seria um presente maravilhoso
aos usuarios de métodos numéricos se o0s analistas numéricos pudessem
fornecer as condigbes (tamanho da malha, tamanho do intervalo de tempo,
coeficiente de relaxacdo, etc) para que as aproximacdes numéricas dos
problemas acoplados e nao-lineares fossem estaveis e convergentes (Maliska
2004).

Por ndo se ter esses parametros é que a tarefa de realizar simulacdes
numéricas, além de exigir o perfeito conhecimento da fisica do problema,
requer experiéncias para encontrar os parametros que levam o0 processo
iterativo para convergéncia. Um dos requisitos fundamentais de uma
aproximacao numérica € que ela reproduza a equacéao diferencial quando os
tamanhos da malha espacial e temporal tendam a zero, Isto é, os erros de
truncamento devem tender a zero quando a malha tende a um infinito nimero
de pontos. A aproximacdo numérica que possuir essa caracteristica é dita
consistente. Em resumo, as equacgdes discretizadas devem tender as equacgdes

diferenciais quando a malha tende a zero (Maliska 2004).

Outra caracteristica importante desejada é que a solucado numérica obtida seja
a solucado exata das equacdes discretizadas, ou seja, tenham estabilidade.

Aqui, diversos fatores interferem, tais como os erros de arredondamento da
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maquina, que vao se multiplicando e podem desestabilizara solucao;
dificuldades de tratamentos de acoplamento entre as variaveis, fazendo com
que algumas varaveis evoluam mais rapidamente que outras, provocando
instabilidades etc. A questdao da estabilidade é o mais sério problema na
obtencdo da solugdo numérica, exatamente pela falta de conhecimento das
caracteristicas matematicas das aproximacodes, conforme ja discutido (Maliska
2004).

Consisténcia e estabilidade sao condicdes necessarias e suficientes para a
convergéncia. A solucdo numérica é convergente quando é estavel e tende
para a solucao das equacoes diferenciais quando a malha é refinada (Maliska
2004).
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5 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DE TRANSPORTE E
DESENVOLVIMENTO DO CODIGO NUMERICO.

Neste item serdo apresentados a discretizacdo das equacdes de transporte € o
desenvolvimento do cédigo numérico para solugdo das equacdes
bidimensionais de Navier-stokes, sera explicado também como se dara a
avaliacao dos métodos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER.

5.1 DESCRIGAO DO PROBLEMA

Devida a simplicidade de implementacao e a geometria quadrada da cavidade,
optou-se por usar malhas estruturadas para se dividir o dominio usado para
fazer a avaliagdo dos métodos numéricos. Na Figura 5-1 podem-se ver quais

foram as condi¢des dos contornos para se desenvolver o problema.

1.0

U

I
=
=
|
=

0.0

I
>

u=0, v

0.0 1.0

Figura 5-1 — CondicGes de contorno do problema da cavidade.
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Depois da avaliacado dos métodos, também sera feita uma avaliacao fisica do
problema da cavidade resolvido com o método que apresentou os melhores
resultados. Nesta etapa, serdo avaliados o campo de velocidades
(recirculacoes, vortice) e o campo de pressdes para diferentes nimeros de
Reynold.

5.1.1 Discretizacao das Equacoes de Transporte

A formulacao para a equacgéo da conservacao da quantidade de movimento na
direcdo x pode ser representada pela Eq. (3.34):

2 (po)+ V- (pp0)=v -V o)+, (5.1

Onde o termo fonte é descrito por:

S,=-VP+pg (5.2)

Antes de dar continuidade ao desenvolvimento, nota-se a necessidade de
decidir sobre o comportamento do fluxo da propriedade ¢ nas faces do volume

elementar durante o intervalo de tempo Ar para que a integracdo possa ser
realizada (Maliska 2004).

¢’ = 606+ (1-6)p° . (5.3)
Onde ¢° é tomado no instante ¢ e ¢' é tomado no instante ¢+dt .

Para efeitos de avaliacdo dos métodos, é escolhido #=1 caracterizando a
discretizagdo temporal como totalmente implicita, devido a sua maior

adequacao a problemas transientes gerais.

O gradiente de pressao é, entao, retirado do termo fonte e, aplicando a integral
nas faces do volume de controle, chega-se a seguinte expressao:
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AV AV
Tt(pP¢P)_Tl

De(¢E _¢P)Ay_Ds(¢s _¢P)Ax+Dn(¢P _¢N)AX+W+S¢AV

(pP¢P )0 - Fw¢wAy + Fe¢eAy - FY¢YA'X+ Fn¢nAx = _Dw (¢P _¢W )Ay +

(5.4)
Onde:
¢ =u,, (5.5)
9, =ty (5.6)
B =ty (5.7)
¢ =u, ., (5.8)
G, =uy (5.9)

Neste ponto se faz necessaria a escolha de uma fungcao de interpolacao para

quantificar o valor de ¢ no centro dos volumes diferenciais.

Devido aos bons resultados apresentados na literatura e a facil implementacao,
optou-se pela escolha do esquema Upwind para realizar essa funcéo. Logo,
usando este método, pode escrever a equacao acima na seguinte forma

canonica:

B =Fy),, (5.10)

apPp = ay Py +a,Pp +asPs +aydy + Ax

Onde:
AV
a,=a, +a, +as+ay +(F, —F,)Ax+(F, —FS)Ay+TpP -, (5.11)
t

a,, = (D, +max(F,.0))Ay (5.12)

w?

a, = (D, + max(~ F,,0))Ay (5.13)
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a, = (D, + max(F,,0))Ax (5.14)
a, = (D, + max(- F,,0))Ax (5.15)
b=pg. +50 9,9, + Su (5.16)

Essa expressao € aplicada em todo o dominio analisado com exceg¢dao das
condi¢des de contorno. Entdo, para se programar uma expressao correta para

todos os coeficientes em todo o dominio, é montada a seguinte tabela:

Tabela 5-1 — Coeficientes para a equacao da quantidade de movimento em x.
J 1 2..N N

ay, (DW + max(FW,O))Ay (DW + max(FW,O))Ay (DW + max(FW,O))Ay
ag (De + max(— F, ,O))Ay (De + max(— F, ,O))Ay (De + max(— F, ,O))Ay

ag 0 (D, + max(F,,0))Ax (D, + max(F,,0))Ax
ay (D, + max(~ F,,0))Ax | (D, + max(- F,,0))Ax 0

| (2D, + max(F, ,0))Axg, 0 (2D, + max(- F,,0))Axg,
S, | —(2D, + max(F,,0))Ax 0 — (2D, + max(~ F,,0))Ax

Procedendo de forma analoga para a equacao da quantidade de movimento na
direcao y chega-se a seguinte expressao:

(PS_PN)

+b 5.17
A (5.17)

apPp = ay @y +a,P, +agds +aydy +

Onde:

a,=a, +a, +as+a, +(F, —F,)Ax+(F, —FS)Ay+AA—VpP—Sp (5.18)
t

a,, = (D, +max(F,0))Ay (5.19)
a, = (D, + max(- F,,0))Ay (5.20)
as = (D, + max(F,,0))Ax (5.21)

a, =(D, + max(~ F,,0))Ax (5.22)
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b=pg, +AA—‘:pPO¢PO + Su (5.23)

Da mesma forma, para implementar uma expressdo correta para todos os

coeficientes em todo o dominio, € montada a seguinte tabela:

Tabela 5-2 — Coeficientes para a equacao da quantidade de movimento em y.

| 1 2...N N
ay, 0 (D, +max(F,.,0))Ay (D, +max(F,,0))Ay
ag (D, + max(~ F,,0))Ay | (D, + max(~ F,,0))Ay 0
ag (Ds + max(Fs 0))Ax (DS + max(Fs O))Ax (Ds + max(Fs 0))Ax
ay (D, + max(~ F,,0)Ax | (D, + max(~ F,,0))Ax | (D, +max(~ F,,0))Ax0
.| (2D, + max(F,,0))Ayd, 0 (2D, + max(- F,,0))Ayg,
S, |-(2D, +max(F,.0))Ay 0 —(2D, + max(~ F,,0))Ay

Com relacado as condicdes de contorno para a equacao da continuidade, é
aplicado: havendo velocidades prescritas nas fronteiras, as condicbes de
contorno para P e P’ nos métodos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER, devem ser
de forma a nao ter corregcdes para as velocidades, 0 que é conseguido
aplicando na equagédo da continuidade as velocidades setadas para os

contornos.
5.2 DESENVOLVIMENTO DOS ALGORITMOS

Foi implementado um algoritmo para cada método de resolugdo do
acoplamento pressao-velocidade (APENDICES C, D e E), em linguagem

Fortran.

Cada programa implementado se divide basicamente em: Programa Principal e

Sub-rotinas.
5.2.1 Programa Principal

No programa principal sdo tratadas inicialmente as caracteristicas fisicas do
problema como os limites do dominio analisado, a malha de divisdo do
dominio, as condicbes de contorno, os fatores de sub-relaxacdo e as
propriedades fisicas do fluido; também sdo tratados os chutes iniciais para as

velocidades e pressao.
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Os métodos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER possuem diferentes
procedimentos para resolver as equacdes de conservagdo da quantidade de
movimento e equacao da continuidade para alcancar a convergéncia. Neste

trabalho foram feitos os seguintes passos para programar cada método:

e SIMPLE

I INICIO I

A
PASSO 1: Chute inicial
u* v¥eP

y

.| PASSO 2: Calculo dos Coeficientes da
| equagao da quantidade de movimento.

A
PASSO 3: Resolver as equagdes da
guantidade de movimento para u *e v *.

\ 4
R=t+dt P¥=p PASSO 4: Resolver a equacao de
u' =y u¥=u correcéo das pressoes, P'.

vn — vn+l v* =y

A

PASSO 5: Corrigir o campo de
velocidades u*e v* como P'.

A
PASSO 6: Calcular o campo de pressoes
P=P*+a,P'.

Convergiu?

Convergiu?



61

Figura 5-2 — Algoritmo SIMPLE implementado nesse trabalho.

e SIMPLEC

O método SIMPLEC foi elaborado para apresentar os mesmos passos que o
algoritmo SIMPLE. A diferenca entre os dois métodos é a forma de corrigir o
campo de velocidades com o valor de P’como ja apresentado.

e SIMPLER



l INICIO I

y
PASSO 1: Chute inicial
u* v*¥epP

y

t*=t+dt
un :un+1
vn :vn+l

P¥=p
u*=u
vE=y

A 4

PASSO 2: Célculo dos Coeficientes da
equacao da quantidade de movimento.

A

PASSO 3: Calculo das velocidades
nev.

\ 4

PASSO 4: Caélculo do campo de
Pressdes P usando i e V.

Fer]

y

PASSO 5: Resolver as equagoes da

guantidade de movimento para u *e v *.

A 4

PASSO 6: Resolver a equacao de
correcéo das pressoes, P'.

y

PASSO 7: Corrigir o campo de
velocidades #*e v* como P'.

Convergiu?

NAO

Convergiu?

Figura 5-3 — Algoritmo SIMPLER implementado nesse trabalho.
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Sao feitos dois loops para se chegar a convergéncia do problema analisado: o
primeiro trata do acréscimo do passo de tempo para resolugdo das equacdes
em regime nao estacionario. O segundo loop trata da convergéncia das

equacdes em cada instante de tempo setados pelo primeiro loop.

O programa principal também tem a funcdo de exportar os resultados em

arquivos para serem tratados posteriormente.
5.2.2 Sub-rotinas

As sub-rotinas foram criadas para tornar os métodos mais eficientes ao evitar

alguns calculos repetitivos.
5.3 TRATAMENTO DOS DADOS
Os dados exportados pelos programas foram divididos em 3 tipos de arquivos:

e O arquivo “erro.dat” contém basicamente na primeira coluna a evolugéao
do numero de passos de tempo, na segunda coluna a diferenca entre a
velocidade no instante (n+17) e no instante (n) e na terceira, o tempo de
iteracao necessario para evoluir do instante (n) para o instante (n+17);

e O arquivo “parametro.dat” contém o numero de referéncia do método, o
namero de passos de tempo necessarios para a convergéncia, 0 passo
de tempo utilizado e o nimero de Reynolds;

e O arquivo “n” contém os valores das velocidades u e v e das pressdes
referentes de cada ponto do dominio no instante de tempo “n”. E usado
a variavel “n” para que esses valores sejam plotados a cada passo de

tempo.

Os dados exportados para um software para gerar as figuras que serao
apresentadas nos resultados e para gerar uma animacdo de como é a

evolucao dos campos de velocidades e pressao ao longo do tempo.

Para cada simulagéo sao geradas 4 figuras:
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e Campo de Velocidades: Nessa figura é apresentado o campo de
velocidades da cavidade quando o escoamento atinge regime

permanente.

e Campo de Pressoes: Nessa figura é apresentado o campo de pressoes
da cavidade quando o escoamento atinge regime permanente.

e Reducao do Erro: Nessa figura é apresentada a evolucao da maior
diferenca entre velocidade no instante (n+7) e no instante (n) (V™' - V")

para cada acréscimo do passo de tempo da simulagao.

e Reducao do tempo de loop: Nessa figura é apresentado o tempo de
iteragdo necessdrio para evoluir do instante (n) para o instante (n+17)

para cada acréscimo do passo de tempo da simulacéo’.
5.4 PARAMETROS DE AVALIACAO DOS METODOS

Como dito anteriormente o problema da cavidade servira de parédmetro para
avaliar os métodos SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLER. Cada método sera

avaliado de acordo com a variacao do alguns parametros:
e Numero de elementos da malha:

Avaliar o refino da malha é um critério muito importante para se comprovar a
consisténcia do algoritmo em chegar a solucao real do problema quando o

namero de pontos da malha tende ao infinito. Porém é sempre possivel que a

'Os ruidos do grafico “Reducdo do tempo de loop” foram filtrados com a fungdo smooth para
facilitar a visualizacao e a analise dos resultados.
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convergéncia seja influenciada pelo aumento ou redugdo do numero de

volumes discretos da malha.

Uma malha mais refinada reduz os erros de truncamento das funcdes de
interpolagao, porém torna o problema mais complexo ao aumentar o numero de
equacdes lineares a serem resolvidas, alem de aumentar o tempo
computacional para resolvé-las. Nessas condi¢cdes, onde € exigida mais
precisdo, os erros de arredondamento do processador podem influenciar

bastante o resultado final.

Entdo, cada método sera avaliado de acordo com sua consisténcia e
convergéncia quando se varia 0 numero de pontos nodais da malha do dominio

da cavidade.
e Numero de Reynolds:

Os algoritmos devem ser capazes de resolver problemas com diferentes
nameros de Reynolds para serem aplicados na solugcao de problemas reais de

escoamento. O numero de Reynolds é definido por:

_pLU
Y7

Re (5.24)

Onde L e U sao comprimentos e velocidades caracteristicos do escoamento,
que, nesse trabalho, sao unitarios. Assim, o numero de Reynolds do

escoamento serd definido pela razdo entre massa especifica (p) e a

viscosidade dinamica () do fluido.

e Numero de Courant.

Na matematica, a condicao Courant-Friedrichs-Lewy (CFL) é uma condicao de
convergéncia de equacdes diferenciais quando solucionadas numericamente.
Como consequéncia dessa condi¢do, o passo de tempo deve ser inferior a
certo valor, caso contrario a solugdo nao ira convergir. (R. Courant, K.
Friedrichs and H. Lewy, 1928)
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Se uma onda esta cruzando uma malha discreta, entdo o intervalo de tempo
deve ser inferior ao tempo necesséario apara que a onda atravesse 0s pontos
da malha adjacente. Em conseqiéncia, quando a separacdo entre os pontos
da malha se reduz, o limite superior para o intervalo de tempo € inferior: (R.
Courant, K. Friedrichs and H. Lewy, 1928)

c="2 (5.25)

Onde:

C é o numero de Courant

u € a velocidade do escoamento [m/s]
Ar € o passo de tempo [s]

Ax é o comprimento do volume [m]

Segundo a condicdo CFL para que o modelo seja estavel, € essencial que o

namero de Courant (C) seja menor que a unidade.

Embora o célculo do numero de Courant seja importante para determinar o
passo de tempo de um determinado método, € sempre possivel que a
convergéncia seja influenciada de forma significativa pela utilizacao de
diferentes passos de tempo, mesmo que estejam dentro do limite impostos pela

condicao CFL.

Entdo um dos critérios de escolha do melhor método numérico para solugcéo do
problema da cavidade, é testar a convergéncia dos algoritmos quando se varia

0 passo de tempo, ou seja, o numero de Courant.
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6 RESULTADOS E DISCUSSAO

Neste capitulo serdo apresentados os resultados obtidos com a simulacao dos
algoritmos. Estédo divididos em: Avaliacdo dos métodos, melhoria do método
escolhido e o estudo fisico do problema da cavidade.

Foi usado um laptop com processador Intel® Core ™ 2 Duo T8100 @ 2.1 GHz,
4,00 GB de memoria RAM e sistema operacional Windows Vista™ Home Basic
de 32 Bits para fazer todas as simulacdes apresentadas abaixo.

6.1 AVALIACAO DOS METODOS

Neste item serdo analisadas a acuracidade e a convergéncia dos métodos
SIMPLE, SIMPLEC e SIMPLEC aplicados a solucdo do escoamento na
cavidade quadrada, quando se variam diferentes parametros.

Serd explorado sempre 0 maximo de cada método, ou seja, o valor do
coeficiente de sub-relaxagéo a, sera o maior possivel em todas as simulagdes
dos métodos SIMPLE e SIMPLEC.

Neste item os campos de velocidade e pressdo obtidos na simulagdo serao
omitidos, para compactar mais os resultados. No item 6.4 serdo apresentados
mais detalhes sobre a fisica do escoamento na cavidade quadrada.

6.1.1 Efeito da Malha na Convergéncia

Aqui sera avaliada a convergéncia de cada método quando se refina a malha
do dominio analisado. A idéia é escolher um valor fixo para o niumero de
Reynolds e para o passo de tempo e variar apenas a 0 numero de pontos
nodais da malha para ver o comportamento de cada método.

6.1.1.1 Malha 40 x 40

Abaixo sdo mostrados os resultados da simulacao dos trés métodos para uma
malha de 40x40 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo de tempo de 10™.
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Figura 6-1 — Evolucéao do erro para malha 40x40, Re=100 e dt=0,0001.
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Como pode ser visto, os trés métodos convergiram para essa simulacéo. O

erro (diferenga entre a velocidade no instante (n+7) e no instante (n)), plotado

de acordo com o passo de tempo, foi o mesmo para cada método, por isso

apenas uma linha é aparente. Esse resultado comprova a eficiéncia dos

métodos para esses parametros.

Tempo do Loop [s]

Figura 6-2 — Reducao do tempo de loop para malha 40x40, Re=100 e dt=0,0001.

10° T T E|
——— Método SIMPLE. Tempo TOTAL 237.2307 seg
—— Método SIMPLEC. Tempo TOTAL 108.0151 seg|
- Método SIMPLER. Tempo TOTAL 115.1443 seq]
10' b 4
.
\\
10" b DN 3
NI
O
10k \\\ §
\;\\
1072k ‘\J J
!

10’3 | TR | L

10° 10' 10° 10
Passos de Tempo

A figura anterior mostra a redugao do tempo computacional de loop (obtido com

a funcdo smooth descrita anteriormente) com o avanco do passo de tempo.
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Nessa figura também é possivel ver o tempo computacional total necessario

para cada método convergir.

O método SIMPLE, apesar da convergéncia, se mostrou muito lento. Foram
necessarios quase 240 segundos para que esse método chegasse ao
resultado final em quanto os métodos SIMPLEC e SIMPLER atingiram a

convergéncia em torno de 110 segundos.
6.1.1.2 Malha 60 X 60

Os resultados abaixo sao realizados para os trés métodos com uma malha
mais refinada, agora 60x60 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo de

tempo de 10,

0.03 T

Erro SIMPLE
Erro SIMPLEC
Erro SIMPLER | |

0.0251

0.015¢ b

Erro

0.0051 8

0 1 1 1 1 PR B | L 1 1 L PR | L I . 1 IR
10° 10' 10° 10°
Passos de Tempo

Figura 6-3 — Evolucéao do erro para malha 60x60, Re=100 e dt=0,0001.

Nessa simulagao os trés métodos também convergiram como pode ser visto na
figura anterior. O erro também foi 0 mesmo para os trés métodos, por isso

apenas uma linha é aparente.
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™~ — Método SIMPLE. Tempo TOTAL 934.8516 seg (]
Método SIMPLEC. Tempo TOTAL 4215147 seg
Método SIMPLER. Tempo TOTAL 390.9385 seq]
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Figura 6-4 — Reducao do tempo de loop para malha 60x60, Re=100 e dt=0,0001.

Novamente o método SIMPLE se mostrou muito lento. Foram necessarios
quase 1000 segundos para que o método chegasse ao resultado final em
quanto os métodos SIMPLEC e SIMPLER atingiram a convergéncia em torno

de 400 segundos.

Apesar de realizar um numero maior de calculos o algoritmo SIMPLER se
mostrou um pouco mais rapido que o método SIMPLEC para os parametros

acima descritos.
6.1.1.3 Malha 80 x 80

Abaixo sdo mostrados os resultados da simulacédo dos trés métodos para uma
malha ainda mais refinada, 80x80 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo

de tempo de 10™.
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0.04 T

Erro SIMPLE
Erro SIMPLEG
00351 Erro SIMPLER ]

003} 1
0.025| —

0.02} B

Erro

0.015+ B
0.01y B

0.005F ) B
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Figura 6-5 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0001.

Nessa simulagdo o método SIMPLER divergiu, os métodos SIMPLE e
SIMPLEC convergiram e atingiram o mesmo resultado final. No ponto
sinalizado na figura anterior € possivel ver o ponto onde o método SIMPLER
divergiu, ou seja, o método chegou bem perto de convergir, porém por alguma

instabilidade numérica néo foi possivel chegar aos resultados corretos.

O refino da malha, por um lado, tende a reduzir os erros de truncamento das
funcées de interpolacdo, em contrapartida, aumenta a complexidade do

problema, sendo necessario resolver um sistema de equagdes maior.
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—— Meétodo SIMPLE. Tempo TOTAL 2538 4014 seg |1
Método SIMPLEC. Tempo TOTAL 1094 9399 seq]

o Método SIMPLER. Tempo TOTAL 3172 4411 seq
L T E

Tempo do Loop [s]
=)
T
1

10 b \\ _
\
10‘2 . . . PR | . . . PR | . P .
10° 10' 10° 10°

Passos de Tempo
Figura 6-6 — Reducao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0001.
Novamente o método SIMPLE se mostrou muito lento. Foram necessarios mais
de 2500 segundos para que o método chegue ao resultado final em quanto o
método SIMPLEC atingiu a convergéncia em menos da metade do tempo.

A linha que representa a reducédo do tempo de loop do método SIMPLER se
mostrou instavel antes de divergir. Mais comentarios sobre a divergéncia do

método serdo feitos no item 6.1.3.
6.1.1.4 Malha 100 x 100

Nesse item a malha sera ainda mais refinada, 100x100 volumes, porém o0s

parametros setados nos itens anteriores continuardo os mesmos.
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Figura 6-7 — Evolucao do erro para malha 100x100, Re=100 e dt=0,0001.

2 3

10

Nessa simulagdo o método SIMPLER voltou a convergir. O erro também foi o

mesmo para os trés métodos, por isso apenas uma linha é aparente.

Como o método SIMPLER divergiu anteriormente ndo se pode admitir que
apresente convergéncia para malhas mais refinadas. Nesse caso, o refino da
malha, reduziu os erros de truncamento associados aos termos advectivos, por

isso 0 método convergiu.

A linha que representa a reducado do tempo de loop do método SIMPLER
(Figura 6-8) se mostrou muito instavel, provando que, apesar da convergéncia,
0 método ainda apresenta erros de truncamento que influenciam o resultado

para malha mais refinada.
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Figura 6-8 — Reducao do tempo de loop para malha 100x100, Re=100 e dt=0,0001.

O método SIMPLE continua se mostrando mais lento que os outros dois
métodos. Foram necessarios quase 7700 segundos para que o método
chegasse ao resultado final em quanto o método SIMPLEC atingiu a
convergéncia em menos 3100 segundos e o método SIMPLER em menos de
2500.

Comparando os resultados apresentados na Figura 6-1, na Figura 6-3, na
Figura 6-5 e na Figura 6-7, nota-se que o refino da malha provocou um
aumento do erro (diferenca entre a velocidade no instante (n+17) e no instante
(n)), ou seja, foi exigido mais dos métodos quando se usam malhas refinadas.

Por isso 0 aumento no tempo de convergéncia.
6.1.2 Efeito do Numero de Reynolds na Convergéncia

Aqui se observara a convergéncia de cada método quando se aumenta o
numero de Reynolds do escoamento. Semelhantemente ao que foi feito no
tépico anterior, a idéia aqui € apenas variar o numero de Reynolds do

escoamento e verificar o comportamento dos métodos.
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6.1.2.1 Re=100

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulacédo dos trés métodos para uma
malha de 80x80 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo de tempo de 10™.
Essa simulagéo é idéntica a do item 6.1.1.3, mas agora o interesse é analisar o
efeito da variagdo do niumero de Reynolds na convergéncia dos métodos.

0.04 ———
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Erro SIMPLEC
0035 Erro SIMPLER ]

0.03} i
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0.02- B

Erro

0.015F B
0.01} B
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2

10° 10
Passos de Tempo

Figura 6-9 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0001.
Como explicado anteriormente, nessa simulacao o método SIMPLER divergiu,
os métodos SIMPLE e SIMPLEC convergiram e atingiram o mesmo resultado

final.
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—— Meétodo SIMPLE. Tempo TOTAL 2538 4014 seg |1
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o Método SIMPLER. Tempo TOTAL 3172 4411 seq
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Figura 6-10 — Reducéao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0001.

O método SIMPLE se mostrou muito lento. Foram necessarios quase 2500
segundos para que 0 método chegasse ao resultado final em quanto o método
SIMPLEC atingiu a convergéncia em menos da metade do tempo.

6.1.2.2 Re=500

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulacédo dos trés métodos para uma

malha de 80x80 volumes, nlimero de Reynolds 500 e passo de tempo de 10™.
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Figura 6-11 — Reducdo do tempo de loop para malha 80x80, Re=500 e dt=0,0001.

Nessa simulagdo o método SIMPLER voltou a convergir. O erro também foi o
mesmo para os trés meétodos, por isso apenas uma linha é aparente. Porém é
possivel ver uma instabilidade, perto do ponto de convergéncia, que poderia ter

levado o método SIMPLER a divergir.
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Figura 6-12 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=500 e dt=0,0001.

10°

Mais uma vez o método SIMPLE se mostrou mais lento. Foram necessarios
mais de1400 segundos para que o método chegasse ao resultado final em
quanto o método SIMPLEC atingiu a convergéncia em menos da metade do
tempo.

A linha que representa a reducédo do tempo de loop do método SIMPLER se
mostrou instavel antes de divergir e isso levou o método gastar mais tempo

para atingir a convergéncia.

E importante notar que o aumento do nimero de Reynolds fez o tempo
computacional para os métodos atingirem a convergéncia diminuir, além de
possibilita a convergéncia para o método SIMPLER que nao tinha convergido

para um numero de Reynolds menor.
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6.1.2.3 Re=1000

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulacédo dos trés métodos para uma
malha de 80x80 volumes, niimero de Reynolds 1000 e passo de tempo de 10

0.014 . .
Erro SIMPLE
Erro SIMPLEC
0.012} - Erro SIMPLER ||
001} -
0.008} -
o
L
0.006}F -
0.004} ' -
0.002} -
M| L L L PR | L L L L m
10° 10' 107 —i¢?

Passos de Tempo

Figura 6-13 — Reducao do tempo de loop para malha 80x80, Re=1000 e dt=0,0001.

Nessa simulagédo os trés métodos convergiram como pode ser visto na figura
anterior. Porém é possivel ver uma pequena instabilidade na linha que
representando o algoritmo SIMPLER perto do ponto de convergéncia.
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10° ¢ ——

Método SIMPLE. Tempo TOTAL 1141.6152 seq |7
— Método SIMPLEC. Tempo TOTAL 695.0625 seq (]
Metodo SIMPLER. Tempo TOTAL 1094 2847 seq|

10 B E

Tempo do Loop [s]

10° AT E

10 N

= . |

10 e : — = .
10° 10' 10° 10
Passos de Tempo

Figura 6-14 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=1000 e dt=0,0001.

Nessa simulagéo, foram necessarios quase 1200 segundos para que o método
SIMPLE chegasse ao resultado final enquanto o método SIMPLEC atingiu a

convergéncia com menos de 700 segundos.

Para Re=1000 ainda se observa que a linha de redug¢do do tempo de loop do
método SIMPLER foi muito instavel o que levou o0 método a gastar mais tempo
para atingir a convergéncia (quase 1100 segundos). O aumento do niamero de
Reynolds para 1000 fez o tempo computacional para os métodos atingirem a

convergéncia diminuir um pouco mais.
6.1.2.4 Re=1500

Nesse item o numero de Reynolds sera aumentando mais uma vez, porém 0s

parametros setados nos itens anteriores continuardo os mesmos.



Figura 6-15 — Reducao do tempo de loop para malha 80x80, Re=1500 e dt=0,0001.
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Nessa simulacdo o método SIMPLER divergiu, os métodos SIMPLE e

SIMPLEC convergiram e atingiram o mesmo resultado final. No ponto

sinalizado na figura anterior é possivel ver o onde o método SIMPLER divergiu,

deixando a mostra a linha representando o método SIMPLEC e SIMPLE.

Tempo do Loop [s]

)

10 T T 5
Método SIMPLE. Tempo TOTAL 957.0038 seg E
Método SIMPLEC. Tempo TOTAL 985.3803 seg |
Método SIMPLER. Tempo TOTAL 2414 .2293 seq|
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10'2 | | | | oo | |
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Figura 6-16 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=1500 e dt=0,0001.

Passos de Tempo
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Diferente dos outros resultados, a linha de reducdo do tempo de loop do
método SIMPLE se mostrou mais estavel formando, no grafico anterior, uma
curva mais suave até a convergéncia. Por essa estabilidade, o método SIMPLE
foi um pouco mais rapido que o SIMPLEC. O Método SIMPLER divergiu muito
antes do ponto de convergéncia, mostrando que, nessas condicées, o0 método
tem mais dificuldade em convergir que os outros dois quando o numero de

Reynolds € maior.

Comparando os resultados apresentados na Figura 6-9, na Figura 6-11, na
Figura 6-13 e na Figura 6-15, nota-se que o aumento do nimero de Reynolds
provocou uma significativa reducdo do erro, ou seja, foi mais facil para os
métodos calcular o escoamento na cavidade quando Re é maior. Por isso a

reducao do tempo de convergéncia.
6.1.3 Efeito do Numero de Courant na Convergéncia

Aqui sera avaliada a convergéncia de cada método quando se aumenta o
namero de Courant. O aumento do numero de Courant nesse item é dado pelo

aumento do passo de tempo.
6.1.3.1 C=0, 0008

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulacédo dos trés métodos para uma
malha de 80x80 volumes, niimero de Reynolds 100 e passo de tempo de 10™.
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Erro SIMPLEC
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Figura 6-17 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,00001.
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Nessa simulagédo os trés métodos convergiram como pode ser visto na figura
anterior. O erro também foi 0 mesmo para os trés métodos, por isso apenas

uma linha é aparente.

3
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Figura 6-18 — Reduc¢ao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,00001.
Nesta simulacdo o algoritmo SIMPLE também foi o mais lento. Foram
necessarios quase 2000 segundos para que o método chegue ao resultado
final em quanto os métodos SIMPLEC e SIMPLER atingiram a convergéncia

em menos de 1500 segundos.

Observa-se que nessa simulagdo com numero de Courant menor o método
SIMPLER convergiu e foi 0 método mais rapido entre os trés. Porém a linha
que representa a reducdo do tempo de loop do método SIMPLER se mostrou
instavel antes de convergir, isso indica que o método ainda sofre grande

influéncia dos erros de truncamento mesmo com passo de tempo pequeno.
6.1.3.2 C=0, 008

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulacédo dos trés métodos para uma
malha de 80x80 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo de tempo de 10
Essa simulagéo é idéntica a do item 6.1.1.3, mas agora o interesse é analisar o

efeito da variagdo do numero de Courant na convergéncia dos métodos.
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Figura 6-19 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0001.
Nessa simulacdo o método SIMPLER divergiu, os métodos SIMPLE e
SIMPLEC convergiram e atingiram o mesmo resultado final. No ponto
sinalizado na figura anterior € possivel ver o ponto onde o método SIMPLER

divergiu, ou seja, o0 método chegou bem perto de convergir.
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Figura 6-20 — Reducéao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0001.
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Foram necessarios mais de 2500 segundos para que o método SIMPLE
chegasse ao resultado final em quanto o método SIMPLEC atingiu a

convergéncia em menos da metade do tempo.

A linha que representa a reducao do tempo de loop do método SIMPLER se
mostrou instavel antes de divergir. Esse resultado explica o porqué do método
divergir quando se aumenta o numero de pontos nodais do dominio: Ao dividir
mais o dominio analisado, os volumes discretizados se tornam menores o que
faz aumentar o nimero de Courant. Esse resultado mostra a restricdo da
aplicacdo do método SIMPLER para condicbes mais adversas, em que se
exige mais do método.

6.1.3.3 C=0, 256

Abaixo sdo mostrados os resultados da simulacao dos trés métodos para uma
malha de 80x80 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo de tempo de
3,2.10°. O nimero de Courant foi aumentando bruscamente para reduzir o

namero de figuras e resumir mais a abordagem deste tépico

0.2 : —————
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3 10' 10°

0
10
Passos de Tempo
Figura 6-21 — Evolugao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0032.

Como esperado, nessa simulacdo o método também SIMPLER divergiu, os
métodos SIMPLE e SIMPLEC convergiram e atingiram o mesmo resultado

final. No ponto sinalizado na figura anterior é possivel ver onde o método
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SIMPLER divergiu, ou seja, o algoritmo divergiu mais distante do ponto de

convergéncia do que na abordagem anterior.
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Figura 6-22 — Reducao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,0032.

107
10

0

Apesar da convergéncia, o método SIMPLE se mostrou muito lento. Foram
necessarios mais de 10200 segundos (quase 3 horas de simulacdo) para que o
método chegue ao resultado final em quanto os métodos SIMPLEC atingiu a

convergéncia em torno de 1600 segundos.
6.1.3.4 C=0,4

Abaixo sdo mostrados os resultados da simulacao dos trés métodos para uma
malha de 80x80 volumes, nimero de Reynolds 100 e passo de tempo de
5.10°.
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Figura 6-23 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,004.

Como esperado, nessa simulacdo o método SIMPLER também divergiu, os
métodos SIMPLE e SIMPLEC convergiram e atingiram o mesmo resultado
final. No ponto sinalizado na figura anterior é possivel ver onde o método
SIMPLER divergiu. Observa-se que ao aumentar o numero de Courant o

método tende a divergir mais longe do ponto de convergéncia.
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Figura 6-24 — Reducao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,004.
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Essa simulacao apresentou um resultado bem interessante, o método SIMPLE
apesar de mais lento na maioria dos resultados j4 apresentados, se mostra
capaz de convergir mesmo variando bruscamente o numero de Courant. A
figura anterior mostra que os algoritmos SIMPLE e SIMPLEC apresentaram

basicamente 0 mesmo tempo para atingirem a convergéncia.

C=0,4 foi o maior numero de Courant que os métodos conseguiram convergir,
valores maiores apresentaram divergéncia além de um tempo de simulacao

absurdamente elevado.

Observa-se também que, apesar do aumento do passo de tempo, o tempo total
de simulagcdo nado reduziu em todas as simulagées, o0 menor tempo
computacional foi atingido quando C=0,008. Esse efeito acontece por se exigir
mais dos métodos quando se aumenta o numero de Courant, os métodos

necessitam fazer mais loops internos antes de evoluir no tempo.
6.2 MELHORIAS PARA O METODO ESCOLHIDO

Nas simulagdes anteriores, o método SIMPLEC apresentou resultados mais
significativos que os métodos SIMPLE e SIMPLER.

O algoritmo SIMPLER nao convergiu quando era usado para calcular o
escoamento em situagdes mais extremas. Entdo, para aplicacbes mais

complexas, essa abordagem nao se faz muito eficiente.

Apesar de convergir em todas as simulagcées apresentadas o método SIMPLE
foi muito lento na a maioria delas, isso inviabiliza a sua aplicacdo nas situacoes

em que se precisa de resultados rapidos.

Devido aos resultados apresentados, o método que melhor se adapta as

aplicacoes apresentadas no objetivo desse projeto é o algoritmo SIMPLEC.

Abaixo é proposta uma melhoria para que o método SIMPLEC seja capaz de
convergir para maiores numeros de Courant, e atingir a convergéncia mais

rapidamente.
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6.3 ATUALIZACAO DOS COEFICIENTES

De acordo com a Figura 5-2 o algoritmo SIMPLEC calcula o valor dos
coeficientes apenas no inicio de cada iteracdo. Neste tdpico € proposta a
atualizacao os coeficientes logo depois que se calcula o campo de velocidades
pela equacao da quantidade de movimento.

Atualizando os coeficientes mais de uma vez, espera-se que o efeito do
aumento do passo de tempo, ou seja, do numero de Courant, ndo provoque
uma divergéncia tao rapida do método. Assim, é esperado que o método seja
mais rapido e também seja capaz de resolver problemas de escoamento com

maiores passos de tempo.

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulagdo do método SIMPLEC com
atualizacdo dos coeficientes para uma malha de 80x80 volumes, numero de
Reynolds 100 e passo de tempo de 7.107, ou seja, C=0,56.
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025 \ 1
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Figura 6-25 — Evolucao do erro para malha 80x80, Re=100 e dt=0,007.
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Figura 6-26 — Reducao do tempo de loop para malha 80x80, Re=100 e dt=0,007.

Os resultados apresentados na figura anterior mostram que a iniciativa de
atualizar os coeficientes antes de calcular o campo de pressdes € bem eficiente
em relacdo a melhorar a convergéncia do método SIMPLEC para o aumento do
Numero de Courant. A atualizacdo dos coeficientes possibilitou o método
convergir com numero de Courant de 0,56, ou seja, 40% maior que 0 maior
namero de Courant obtido com o método sem atualizacdo de coeficientes
(C=0,4).

Para melhor analise dessa iniciativa, todos os resultados apresentados
anteriormente de efeito da malha, do efeito do nimero de Reynolds e do efeito
do numero de Courant, foram refeitos com o método SIMPLEC atualizando os
coeficientes. Essa abordagem, nao necessariamente tornou o método mais
rapido, porém possibilitou a convergéncia do método para maiores nimero de
Courant.

Esses resultados ndo serdo apresentados vista a elevada quantidade de

figuras, o que tornaria esse trabalho muito extenso.
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6.4 ESTUDO DO PROBLEMA DA CAVIDADE

Neste tépico o problema da cavidade é investigado fisicamente com o objetivo

de descrever os fendmenos do escoamento que ocorrem quando se varia o

de Reynolds do problema.

s

numero

Inicialmente foi feito o teste da malha para ver qual era a que dava melhores

do escoamento eram

omenos

n

que os fen

resultados. Notou-se, entretanto,

iguais para todas as malhas testadas. Entdo, foi escolhida malha de 60x60

80 e passo de tempo de 10™ pela maior

devido a sua melhor visualizag

velocidade de convergéncia.

=100

6.4.1.1 Re

Abaixo sao mostrados os resultados da simulagdo do método SIMPLEC com

de

s

, himero

atualizacdo dos coeficientes para uma malha de 60x60 volumes

Reynolds 100 e passo de tempo de 10,

=100
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100 e di=0,0001.
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A figura anterior mostra o campo de velocidades dentro da cavidade quando a

velocidade na face superior é de 1m/s. Ao centro é visto o vértice contra-

rotativo e nos cantos inferiores aparecem as recirculagoes.

Lx [m]
Figura 6-28 — Detalhe — Vortice contra-rotativo.

A figura anterior mostra o detalhe do vortice formado para um escoamento com

Re=100. Observa-se que o vortice tem forma achatada e aparece na parte

superior da cavidade.
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Figura 6-29 — Detalhe — (a) Recirculacao canto esquerdo. (b) Recirculacado canto direito.
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De acordo com a figura anterior, quando Re=100 o escoamento na cavidade

nao apresenta recirculagées bem definidas. Foi preciso ampliar varias vezes os

vetores velocidade dos cantos inferiores da cavidade para que fosse possivel

mostrar as recirculacoes.
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E interessante ressaltar que os vetores do canto inferior esquerdo precisaram
de maior ampliagdo que do canto inferior direito. Mostrando que a recirculagéo

esquerda é menos intensa para esse caso.

Campo de Press@es — Método SIMPLEC. Reynolds=100

0 02 04 06 0.8 1
Lx [m]
Figura 6-30 — Campo de Pressoes para malha 60x60, Re=100 e dt=0,0001.
A figura anterior mostra o campo de pressées do escoamento na cavidade
quando Re=100. Nota-se que o0s maiores gradientes de pressdes sao
localizados nas quinas superiores da cavidade, enquanto que o gradiente de

pressio € quase nulo para os outros pontos.
6.4.1.2 Re=500

Abaixo sdao mostrados os resultados da simulagdo do método SIMPLEC com

0s mesmo parametros descritos anteriormente, mas com Re=500.
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=500

Campo de Velocidades — Método SIMPLEC. Reynolds
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Figura 6-31 — Campo de Velocidades para malha 60x60, Re

0.3

0.2

0.1

500 e dt=0,0001.

Na Figura 6-31 é visto o campo de velocidades dentro da cavidade quando a

é de 1m/s. Os detalhes mostram ao centro o

velocidade da face superior

oes.

vértice e nos cantos inferiores as recirculag

Lx [m]

— Vortice contra-rotativo.

Figura 6-32 — Detalhe

Observa-se agora que o vortice se formou menos achatado e apareceu mais

ao centro da cavidade.
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Figura 6-33 — Detalhe — (a) Recirculacédo canto esquerdo. (b) Recirculacao canto direito.

Mesmo quando Re= 500 o escoamento na cavidade ainda ndo apresenta

recirculacbes bem definidas, mas as recirculacées sdo mais aparentes que no

escoamento com Re=100. Também foi preciso ampliar varias vezes os vetores

velocidade dos cantos inferiores da cavidade para que fosse possivel mostrar

as recirculagoes.

Os vetores do canto inferior esquerdo novamente precisaram de maior

ampliacdo que do canto inferior direito. Nesse caso fica bem claro que a

recirculacao direita € maior e mais bem definida.

Campo de Pressdes - Metodo SIMPLEC. Reynolds=500

Lx [m]
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=0,0001.

500 e dt

Figura 6-34 — Campo de Pressodes para malha 60x60, Re

eneo e o

n

€ mais homog

-se gque 0 campo pressdes

Na figura anterior nota

gradiente de pressdes localizado no canto superior direito € menos intenso

500. Ao centro é formada uma figura circular bem no ponto de

para Re

formagéao do vortice do campo de velocidades.

1000

6.4.1.3 Re

A simulacdo mostrada abaixo apresenta resultados do método SIMPLEC com

1000.
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Figura 6-35 — Campo de Velocidades para malha 60x60, Re=1000 e dt

02 03

0.1

0,0001.

No ponto sinalizado em vermelho, observa-se uma distor¢do do escoamento,

a

, devido

7

, porém

primeiro as particulas tendem a seguir o movimento do vértice

forcadas a se deslocar para

, Sao

baixa pressdao do canto superior esquerdo

este ponto e depois continuar sua trajetéria. Observa-se também que o campo

de velocidades tente a ser mais homogéneo quando se aumenta o numero de

Reynolds do escoamento.
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Figura 6-36 — Detalhe — Vortice contra-rotativo.

A figura anterior mostra o detalhe do vortice formado para um escoamento com
Re=1000. O vértice se formou mais circular e apareceu mais ao centro da
cavidade.

I S - TR L= ke Nl EE] - I I | M| - L L C il — - L - L 1
002 004 006 008 0.1 012 014 016 0.18 084 08 088 09 092 094 09 098 1
Lx [m] Lx [m]

(a) (b)

Figura 6-37 — Detalhe — (a) Recirculacao canto esquerdo. (b) Recirculacado canto direito.
Mesmo tendo de ampliar varias vezes os vetores dos cantos inferiores, é facil
ver que as recirculacoes ficam mais aparentes para Re=1000, e também que a
recirculacéo do canto direito é maior.
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Campo de Pressdes - Métada SIMPLEC. Reynalds=1000

a 0.z 0.4 06 0.8 1
Lx [m]

Figura 6-38 — Campo de Pressoes para malha 60x60, Re=1000 e dt=0,0001.

Observa-se agora que o campo pressdes € mais homogéneo e o gradiente de
pressoes localizado no canto superior direito € menos intenso. Ao centro a

figura circular fica mais aparente e apresenta pressao bem baixa.
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Campo de Velocidades — Método SIMPLEC. Reynolds=1500
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Figura 6-39 — Campo de Velocidades para malha 60x60, Re=1500 e dt

escoamento, toda a cavidade apresenta vetores velocidades bem definidos.

comentada anteriormente. Observa-se tamb
tente a ser mais homogéneo quan

No ponto sinalizado

Lx [m]

Figura 6-40 — Detalhe — Vértice contra-rotativo.
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Na figura anterior fica clara a formacéo circular do vértice e sua localizagdo no

centro da cavidade, permitindo uma distribuicdo mais homogénea da

velocidade
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Figura 6-41 — Detalhe — (a) Recirculacao canto esquerdo. (b) Recirculacado canto direito.

Com numero de Reynolds mais elevado o escoamento na cavidade apresenta

recirculacbes mais bem definidas. Nao foi preciso ampliar tanto os vetores

velocidade dos cantos inferiores da cavidade para que fosse possivel mostrar

as recirculacdes. Nesse caso a recirculagcdo do canto inferior direito fica bem

mais intensa.
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Campo de Pressdes - Método SIMPLEC. Reynolds=1500
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Figura 6-42 — Campo de Pressoes para malha 60x60, Re=1500 e dt=0,0001.
Nota-se ao centro da figura anterior que a formacao circular fica mais aparente
e apresenta pressao negativa. JA o gradiente de pressdao no ponto superior
direito € bem mais suave para nimero de Reynolds mais elevado.

6.4.1.5 Re=2000

Neste topico serd apresentada uma simulacdo ndo abordada anteriormente.
Como o método SIMPLEC apresentou boa convergéncia para diferentes
numeros de Reynolds, sera analisado o escoamento na cavidade com numero

de Reynolds proximo da transicdo laminar- turbulento (Re=2000).
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Campo de Velocidades - Método SIMPLEC. Reynolds=2000
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Figura 6-45 — Detalhe — (a) Recirculacao canto esquerdo. (b) Recirculacao canto direito.

A diferenca mais aparente entre o escoamento na cavidade quando Re=1500 e

Re=2000 é que no ultimo caso as recirculagcbes sdo mais aparentes,

especialmente a recirculagcao no canto inferior esquerdo.
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Campo de Pressdes — Método SIMPLEC. Reynolds=2000
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Figura 6-46 — Campo de Pressoes para malha 60x60, Re=2000 e dt=0,0001.
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Devida a maior homogeneidade do campo de pressdes se conseguiu

apresentar mais detalhadamente a distribuicdo das pressées ao longo da
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cavidade. Fica bem claro, observando a figura anterior, as linhas isobaricas ao
longo da cavidade, a baixa pressao no ponto central e a distorcao no campo de
pressoes provocado pelas recirculacoes.

Resultados com Re maiores ndo foram testados, pois o algoritmo ndo tem
implementado o devido modelo de turbuléncia para calcular o campo de
velocidades para escoamento com Re>2300.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

O método SIMPLE atingiu a convergéncia em todas as simulacoes
apresentando curvas estaveis até o resultado final. Esses resultados mostram
gue o algoritmo apresentado por Patankar e Spalding em 1972 ainda pode ser
empregado em muitas situagdes estudadas atualmente.

No método SIMPLE a equacao de correcao de pressao P’ foi satisfatoria para
corrigir o campo de velocidades, porém nao robusta o bastante para corrigir o
campo de pressdes expressivamente. Logo, a lenta convergéncia do método
SIMPLE o torna obsoleto para aplicacdes na industria ou em outras situacoes

em que se exigem rapidos resultados.

O uso de uma equacao discretizada para a pressdao no método SIMPLER pode
calcular o campo de pressées mais corretamente. Notou-se também que
apesar de fazer mais célculos que o método SIMPLE, a convergéncia foi
atingida bem mais rapido usando o método SIMPLER na maioria dos casos.

Em contra partida, o método apresentou bons resultados apenas para
condicdes onde o numero de Courant é baixo, ou seja, ha restricdes na escolha
do numero de volumes da malha e da escolha do passo de tempo.

Essas restricbes tornam a aplicacdo do método SIMPLER dificultosa, porém,
para o casos onde a escolha da malha e do passo de tempo n&o sao restricoes
para a solucdo do problema, esse método pode ser aplicado sem maiores
restricdes.

O método SIMPLEC apresentou resultados mais consistentes que os obtidos
com o método SIMPLER, nos casos onde o niumero de Courant ou nimero de
Reynolds séao elevados. Em relacdo ao método SIMPLE, o método SIMPLEC
se mostrou mais rapido em quase todos os resultados. Esses resultados estao
de acordo com os resultados encontrados por Versteeg, H.K., Malalasekera, W.
em [12] .

Em relagéo a variagdo do numero de elementos da malha, o método SIMPLEC
convergiu de forma rdpida e sem muitas oscilagbes. O método tendeu a
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convergir mais rapidamente quando se aumentou o numero de Reynods do
problema. Porém, apesar do aumento do passo de tempo, o método nao
apresentou convergéncia mais rapida, isso se deve ao fato do aumento do
passo de tempo aumentar proporcionalmente o nimero de Courant e dessa
forma o método teve de fazer mais loops internos para chegar a convergéncia

no instante setado antes de evoluir no tempo.

Alguma consideracado ainda deve ser feita em relagdo a escolha do método
Upwind como funcdo de interpolagdo. Na solucdo de problemas
bidimensionais, a escolha de uma funcao de interpolacdo unidimensional, ou
seja, uma funcdo de interpolacdo ndo exata da origem aos erros de
truncamento de natureza dissipativa associados aos termos advectivos, esses
erros sao classificados como difusdo numérica. A difusdo numérica foi
minimizada com o aumento do refino da malha, porém pode ter contribuido

para desestabilizar algum método em determinadas simulagdes.

O escoamento na cavidade quadrada, calculado com o algoritmo SIMPLEC,
apresentou todos os fenémenos citados na literatura. Os fenémenos como
vortice e recirculagdes ficaram mais definidos quando a malha foi mais
refinada, ou seja, se mostrou com maiores detalhes a distribuicdo da
velocidade e pressdo no dominio estudado. O campo de velocidades calculado

se mostrou muito suscetivel a variagcado do numero de Reynolds.

Para baixos numeros de Reynolds, ou seja, escoamento laminar, a dispersao
da velocidade pela cavidade foi dificultosa devido ao dominio das forcas
viscosas, tornando a caracteristica do problema mais difusiva. O vortice contra-
rotativo do campo de velocidades tendeu a se formar mais achatado e na parte
superior da cavidade. O campo de velocidades tendeu a ser menos

homogéneo dificultando a visualiza¢do das recirculagdes nos cantos inferiores

Esse comportamento foi mudado expressivamente quando o numero de
Reynolds do escoamento foi aumentado. O problema se tornou mais advectivo,
reduzindo a influéncia das forcas viscosas o0 que facilitou a dispersao da
velocidade por toda a cavidade. Assim, o vortice tendeu a se formar mais ao

centro, e as recirculacdes ficaram maiores e mais visiveis.
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8 SUGESTAO DE TRABALHOS FUTUROS

Depois da escolha do método de solugao do acoplamento-pressao velocidade,
o trabalho inicial de desenvolver um programa para a solucado de problemas
complexos de engenharia e da fisica, pode continuar ser desenvolvido. Muito
ainda pode ser melhorado e acrescentado ao programa inicial antes de aplica-

lo a problemas reais:

1. Estender o algoritmo SIMPLEC, apresentado neste trabalho, para 3

dimensoes.

2. Implementar uma funcdo de interpolagdo mais adequada para cada
problema analisado, métodos de aproximacado quadratica ou cubica
(QUICK apresentado no APENDICE B, SWUDS, WUDS-E ou FIC),
podem reduzir bastante o problema de difusdo numérica.

3. Acrescentar um método mais robusto de solucao dos sistemas de
equacbes algébrica no algoritmo apresentado, por exemplo, métodos

Multgrid encontrados em [6].

4. Unir o algoritmo apresentado ao trabalho realizado anteriormente, de
solucdo da equacdo da conservacdo da energia. E Acrescentar as
equacbes necessarias para tornar o algoritmo aplicavel a problemas de

escoamento compressivel.

5. Implementar um modelo de turbuléncia no algoritmo para que seja capaz
de solucionar problemas com elevado numero de Reynolds.

6. Implementar um algoritmo gerador de malhas e acopla-lo ao programa

principal para facilitar a aplicacado em problemas mais complexos.

7. Seria muito interessante, depois de fazer as alteracées sugeridas
anteriormente, aplicar o algoritmo em problemas reais e comparar 0s

resultados com os obtidos na literatura ou obtidos com outros softwares.
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10 APENDICES

APENDICE A - Equacéo de Conservacio da Energia

A Figura 10-1 mostra um elemento de massa fixa M viajando no espag¢o com

velocidade u,e, do escoamento. Como ja descrito, o método Lagrangiano

consiste em analisar as propriedades (energia, massa especifica, temperatura,
velocidade, etc.) do volume enquanto este viaja ao longo do escoamento.
Como a matéria continua fixa no volume, ndo ha fluxo de massa pela sua

superficie.

W

ajﬁffd
. E
\

T

-\h""-u._\_\_ —_
N

Q

Figura 10-1 — Fluxo de Energia pelo Volume de Controle.

Nesse caso a energia total do sistema é composta pela energia especifica por
unidade de massa e a energia cinética especifica devida a velocidade da

matéria dentro do volume.

De acordo com a Primeira Lei da Termodinamica, se observa que a variacao
total da energia com o tempo depende apenas da taxa de calor que flui pela
sua superficie, das taxas de trabalho exercidas pelas forcas externas e de

corpo e do calor injetado (retirado) através de fontes (sumidouros):
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%f:Q+W+s‘ (10.1)

Onde:
2 i%i

Aqui o método de analise de matéria fixa (método Lagrangiano) também sera
transformado para o método de analise de volume fixo (método Euleriano).
Para tanto sera aplicado o Teorema dos Transportes de Reynolds Eq. (3.4),
logo o termo do lado esquerdo da equacao da 12 Lei da Termodindmica se

torna:
Ezﬂ p(e+luiuijd¥‘ (10.3)
Dt Dty 2
DE 0 1 1
o = ig{p(e+§uiuiﬂd‘#+:[p(e+§uiuij(ujnj)d$ (10.4)

A taxa de calor, representada pelo primeiro termo do lado direito da Eq. (10.1),
indica que h& energia em transito devido a uma diferenca de temperatura, ou
seja, sempre que o gradiente de temperatura em um meio ou entre meios for

diferente de zero ocorrera transferéncia de calor.

Q=—Iqinid$ (10.5)
3

Essa equagéo representa a integral em toda a superficie da taxa de calor que

atravessa a superficie do volume indicado.

O segundo termo do lado esquerdo da Eq. (10.1) representa o fluxo de trabalho
através do volume de controle. No escoamento de um fluido real, ha sempre
atritos internos que se opdem ao movimento. Sdo as chamadas forcas de
viscosidade, que produzem tensdes nas superficies de qualquer particula do
fluido.
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O fluxo de trabalho ocorre devido as forcas provocadas pelas tensdes de
superficie (forcas de superficie) e pelas forcas de corpo devido a gravidade, a

campo elétrico, a campo magnético, entre outras.
W=W,+W, (10.6)
Provocado pelas forcas de superficie:

Wy = [(fu, )8 (10.7)

Onde:

A forca em um ponto qualquer da superficie é obtida do produto do tensor das
tensdes pelo vetor area perpendicular a superficie do volume que atua a essa

forga.

As tensbes de superficie surgem devida as diferengas de pressao dinamica
que aparecem ao longo do escoamento e as tensdes de cisalhamento devido a
viscosidade do fluido ecoante:

G.66. =—pS,6é. +1.68, (10.9)

Entédo a integral das forgas de superficie na superficie do volume de controle
pode ser escrita como:

g

Wy = [(on u, Ji$ (10.10)

Provocado pelas forcas de Corpo:

Serao consideradas apenas as forcas de corpo provocadas pela gravidade:

W, = [ (gdm)-i (10.11)
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Que representa a integral do produto da gravidade local e a velocidade do

escoamento em toda a massa do volume.

O termo de fontes de calor é adicionado ao balangco de energia no caso de

haver algum ponto de geracao ou retirada de energia no volume de controle.

SzjjdV (10.12)
V
Agrupando todos os termos na equacao do balanco de energia do volume de

E{p(e+luwﬂdv+ p(e+luu)(u‘n)d$=
»[at 2 ! 20 (10.13)

—th‘”;dS"'I(o'q”j”; +I(§dm).ﬁ+j$d¥
3 5 s

¥

controle, tem-se:

Ao observar a equagao acima nota-se a presenca de diferentes parametros de
integracao (volume, superficie e massa). O préximo passo é transformar todas

em integrais de volume:

Aplicando o Teorema da Divergéncia ou de Gauss Eq. (3.6), o termo referente
a energia pode ser escrito como:

DE 0 1 0 1
B[l ergun ) e Lo e gun o jor - ros

Similarmente ao termo de energia o termo de taxa de calor se torna:

) a(qA)J
Q=- (— av (10.15)
I
Dada as forgas de superficie:
Wy = [(on,u )18 (10.16)
3

Onde n; é, entao, deslocado para se utilizar o teorema de Gauss:
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Wy =[(o,un, s (10.17)

o u, iV (10.18)

Manipular a integral de forcas de corpo é relativamente mais facil, pois essa é

uma integral de massa, ou seja:

dm = pd¥. (10.19)
WB :.[(giui)dm (10.20)
W, = [ plgu;)av (10.21)

¥

A equacao para o balanco de energia de um volume Euleriano pode, portanto,

ser escrita como:

.[a%{p(e+%uiuiﬂd¥‘+££j{p{e+%uiui}uid¥:

A o tsdav v

(10.22)

Se for considerado que o volume de controle tem dimensdes infinitesimais tem-

9 [e+luu]+i (e+luuju =
a[p 2ii axj p 2 i J

_(%qf)}ai (0, )+ plg,u,)+

se:

(10.23)

E, ainda, necessario simplificar a equagdo acima para se obter uma equagio
geral simplificada para um volume de controle diferencial:
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Utilizando a regra da derivada de um produto, pode-se expandir o termo do

lado esquerdo da equagéo anterior da seguinte forma:
2 (pe) +—(pu )+, 2 (
x; 8

0
> pu )+ui§j(pujui)=

(aéz )]_i_%(o' u, )+ plgiu )+

(10.24)

De forma analoga, pode-se expandir o segundo e terceiro termo do lado

esquerdo da acima como:

az

d
(pu e) i)+ui§j(pujui):

(10.25)
- a(qi) +u, 8(0 )+a —a(u )+,0(gu )+5$
ox, "o, 7 ox,
Que pode ser simplificada da seguinte forma:
E?t (pe +_(p” e)"'“ [aat (pui)—i_%(pujui)J =
‘ (10.26)

| Ao, |
(3a)),, [200), ), o A
ox, ox ! ox,

J J

Mais uma simplificacéo pode ser feita para a equacao acima ao observar que:

du, du, 8(0'7)
— — , 10.27
(pat TS J (axj + P8, (10.27)
Ou seja:
oui .. R
P E+M.Vu =V.6+ pg (10.28)

A equacdao acima representa a equacdo de Cauchy ou equacado da

conservacgao da quantidade de movimento apresentada no item 3.2.

Sabe-se pela equacao de Fourier que:
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g =k 2L (10.29)

ox,
Onde o fator de proporcionalidade k (condutividade térmica) que surge da
equacao de Fourier € uma propriedade de cada material e vem exprimir a

maior ou menor facilidade que o material apresenta a conducao de calor.

Chega-se entdo a equacdo geral de conservacao de energia em um volume
Euleriano diferencial:

2 (pe) =2 pu )= 2 (ka—TjHa-Mw (10.30)
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APENDICE B —Outros Métodos para Solucdo de Problemas Advectivos-
Difusivos

Esquema Hibrido

O esquema hibrido de Spalding (1972) é baseado na combinacao do esquema
de diferencas centrais e 0 esquema upwind. O esquema de diferencas centrais
€ bem preciso para os casos de —2< Pe<2, e 0 método upwind é bastante

preciso para os casos de —2 > Pe > 2 (Malalasekera,1995).

O esquema hibrido usa uma formulagdo baseada no numero de Peclet local
para quantificar o fluxo de propriedade através de cada face do volume de
controle (Malalasekera,1995).

A formulacédo do esquema hibrido para o fluxo de propriedade por unidade de
area através da face w para um problema de conveccao-difusao

unidimensional, sem geracao e em regime permanente se segue como:

Para —2< Pe<?2:

q, = FWB(HPLJ(Z)W +%(1_Piej¢’3} (10.31)

Para Pe, 22
q,=F, o, (10.32)

ParaPe, <2
4, =F.9 (10.33)

Analogamente para a face e tem-se:

Para —2< Pe<?2:

q, = FeB(l—PiejqﬁE +%[1+Piej¢},} (10.34)



Para Pe, 22

qe :Fe¢P

ParaPe, <2

qe :F€¢E
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(10.35)

(10.36)

E facil observar que para um nimero de Peclet baixo a formulagdo acima

descreve o esquema de diferencas centrais, porém para |Pe| <2 é equivalente

ao valor do termo de conveccao do esquema upwind e sendo o termo de

difusdo zerado (Malalasekera,1995).

A forma candnica para a formulacao acima é dada por:
apPp =ay @y, +a,0, +b

Onde:

ay, = (max(Fw,DW +%,0DA})

F
a, = {max(— F,,D, - 26 ,Oj]Ay

ap :aW+aE+(Fe_Fw)Ay

b=0

Esquema Power-Law

(10.37)

(10.38)

(10.39)

(10.40)

(10.41)

O esquema Power-law de Patankar (1980) é uma aproximacao mais acurada

para a solucdo exata de problemas de convecgdo-difusdo unidimensional

produzindo melhores resultados que o esquema hibrido. Nesse esquema a

parcela de difusdo do problema é considerada nula onde o valor de Pe é maior

que 710. Se 0<Pe<10 o fluxo de propriedade € quantificado usando uma

expressao polinomial (Malalasekera,1995).
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A formulacdo do esquema Power-law para o fluxo de propriedade por unidade
de area através da face w se segue como:

Para 0< Pe<10:

a4, =F,loy - B¢, - 4,)] (10.42)
Onde
B, = (-01Pe, ) (10.43)
Pe,
Para Pe>10
q,=F,0, (10.44)

Analogamente para a face e tem-se:

Para 0 < Pe<10:

q. = Fl; - B.(0. - 9, )] (10.45)
Onde
B, = (=0lpe,] (10.46)
Pe,
Para Pe>10
q. = F.0; (10.47)

A forma candnica para a formulacao acima é dada por:

a,Pp =ay Py, +a,P, +b (10.48)
Onde:

ay, = IDW max (O, (1 -0,1 Pew|)5 )+ max (FW ,O)JAy (10.49)
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a, = [De max(O, (1—0,1 Pe, )5 )+ max (- F, ,O)JAy (10.50)
a,=a, +a, +(F,—F,)Ay (10.51)
b=0 (10.52)

Esquema QUICK

O esquema QUICK (quadratic upstream interpolation for convective kinetics) de
Leonard (1979) usa uma sequéncia de 3 nds préximos ao volume de maior
influéncia para fazer a aproximacado, através de uma fungdao quadratica, do

valor da propriedade na face (Malalasekera,1995).

¢WW ¢EE

ww EE

Figura 10-2 - Perfis quadraticos usado no esquema QUICK. (Malalasekera,1995)
Por exemplo, quando u,>0 e u.>0, uma adaptacao quadratica através de WW,
W e P é usada para quatificar ¢,, e uma adapta¢cdo quadratica de W, Ee P

para calcular ¢,. Para uy,<0 e ue<0 sdo usados os valores de ¢ nosnés W, Pe

E para calcular ¢, , e valores de ¢ nos nés P, E e EE para calcular ¢,. Isso

w

pode ser demonstrado para uma malha uniforme com valores de ¢ na face

entre dois nés adjacentes, i e i-1, e um nd a montante, /-2, pela seguinte
formula (Malalasekera,1995):
6 3 1

. ==0Q.  +—=0. —— 0. 10.53
¢face 8 ¢1—l 8 ¢1 8 ¢1—2 ( )
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Quando uy,>0, os nés adjacentes a face wsdo We P, e o n6 a montante é WW.

Entao:
6 3 1
P, :§¢W +§¢P _§¢WW (1054)

Quando ue>0, os nos adjacentes a face e sdao P e E, o n6 a montante é W,
logo:

0,=30,+29,- 14, (10.55)

8 8 8
Os termos difusivos continuam sendo quantificados analogamente as
abordagens anteriores. Entdo, quando F,>0 e F.>0 no esquema QUICK, a
equacao discretizada para o problema unidimensional sem geracdo de
conveccao-difusdo pode ser escrita como:

6. 3 1 6. 3 1 B
{— Fw(—% +§¢p —g%ijy+E(§¢p +§¢E —g(f’w]AY} =

8 (10.56)
~D,(¢, ~ ¢, )&y + D, (¢, — ¢, )Ay
Que pode ser reescrita como:
(DW - %FW +D, +§FejAWp =
(10.57)
6 1 3 1
(DW +—F, + —FeJAY%/ + (De —— ngAy(,/)E ——F Ayo,,,
8 8 8 8
A equacao acima pode ser escrita na seguinte forma canoénica:
apPp = Ay Py + Py + Ay Gy +0 (10.58)
Onde
6 1
ay :[DW+§FW+§FejAy (1059)

a, :(D SF jAy (10.60)
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Ay :—%FwAy (10.61)

a,=a, +a, +ay, +(F,—F,)Ay (10.62)
b=0 (10.63)

Se Fu<0 e F.<0 o fluxo de propriedade através das faces w e e é dado pelas

seguintes expressoes:

6 3 1
¢w _§¢P +§¢W _§¢E (1064)
6 3 1
9, _§¢E +§¢P _§¢EE (10.65)

Substituindo os valores de ¢ nas faces chega-se a seguinte expressao:

6 3 1 6 3 1
- Fw(gff”p +§¢w _§¢EjAy + E(g% +§¢p _§¢EEjAy =

(10.66)
- D, (¢ — )0y + D, (¢, - 8, )Ay
Procedendo analogamente a abordagem anterior tem-se:
apfp = ay Py +ayPp + appPpp +b (10.67)
Onde
3
ay = [DW +§ijAy (10.68)
6 1
ag :(De——Fe——FWjAy (10.69)
8 8
1
e :gFeAy (10.70)
apzaw+aE+aEE+(Fe—Fw)Ay (10.71)

b=0 (10.72)
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A expressao geral para o problema de conveccgao-difusdo unidimensional sem

geracao pelo esquema QUICK pode ser, entdo, escrita como:

apPp =y Py + APy + ayy Oy + AP +0 (10.73)

Onde

6 1
ay = (Dw +§awa +§05€Fe jAy (10.74)
3 6
a :[De —gaF —Sl-a)f - o-a, )FWjAy (10.75)
1

Ay = —ga’WFWAy (10.76)
A =%(I—0(€ )F, Ay (10.77)
a, =a, +a, +ay, +ag +(F, —F,)Ay (10.78)

Sendo

aw=1para F,>0e a.=1 para F.>0

aw=0 para Fy,<0 e a.=0 para F.<0



